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ΜΗΧΑΝΙΚΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ 

 

Ελατήρια. 

Κάθε ελατήριο χαρακτηρίζεται από ένα μέγεθος που ονομάζεται σταθερά επαναφοράς k και το οποίο περιγράφει 

το πόσο εύκολα ή όχι μπορεί αυτό να παραμορφωθεί. Ένα ελατήριο με μικρή σταθερά επαναφοράς k ονομάζεται μα-

λακό και μπορεί εύκολα να παραμορφωθεί σε αντίθεση με ένα ελατήριο με μεγάλη σταθερά επαναφοράς k που ονομά-

ζεται σκληρό και το οποίο δύσκολα μπορεί να παραμορφωθεί. Μονάδα μέτρησης της σταθεράς επαναφοράς στο S.Ι. 

είναι το Ν/m. 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η επιμήκυνση κατά Δ  ενός ελατηρίου όταν 

εξασκηθεί μια δύναμη F  στο ελεύθερο άκρο του και πάνω στην διεύθυνση του 

άξονά του. Ο νόμος που περιγράφει την συμπεριφορά ενός παραμορφωμένου 

ελατηρίου είναι ο νόμος του Hooke ο οποίος αναφέρει ότι : όποτε ένα ελατήριο 

έχει παραμορφωθεί από την θέση φυσικού του μήκους (στην οποία δεν είναι 

παραμορφωμένο), αναπτύσσει μια δύναμη επαναφοράς μέτρου Fελ.=k  Δ  

πάνω στον άξονα του ελατηρίου και φοράς τέτοιας που τείνει να επαναφέρει 

το ελατήριο στην θέση φυσικού του μήκους, δηλαδή είναι πάντα αντίθετη της παραμόρφωσής τους. Άρα διανυσματι-

κά ισχύει : 

  ελ.F k Δ . 

Αν κάνουμε την γραφική παράσταση του νόμου του Hooke προκύπτει ότι η δύναμη επα-

ναφοράς του ελατηρίου είναι ανάλογη της παραμόρφωσής του. 

Από την κλίση της γραφικής παράστασης παίρνουμε : 

 

 


    ελ.
ΑΜ F k Δ

εφω εφω k
ΟΑ Δ Δ

. 

Δηλαδή η κλίση της γραφικής παράστασης του νόμου του Hooke ισούται αριθμητικά με 

την σταθερά επαναφοράς του ελατηρίου. Η γραφική παράσταση του νόμου του Hooke μπορεί να μας αποδώσει και το 

έργο της δύναμης που παραμορφώνει το ελατήριο καθώς και την αποθηκευμένη ενέργεια σ' ένα παραμορφωμένο ελα-

τήριο. 

 

Έργο δύναμης ελατηρίου. 

Αν πρέπει να υπολογίσουμε την ενέργεια που μεταφέρουμε στο ελατήριο όταν το παραμορφώνουμε δεν μπορούμε 

να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο-ορισμό του έργου που γνωρίσαμε στην A΄ Λυκείου, μιας και η δύναμη που ασκούμε 

στο ελατήριο (άρα και η δύναμη επαναφοράς αυτού) εξαρτάται από την παραμόρφωση, είναι δηλαδή μία δύναμη 

μεταβλητού μέτρου. Άρα θα πρέπει να καταφύγουμε στην γραφική παράσταση. Επειδή όμως είναι πάντα   ελ.F F , 

μπορούμε να βρούμε την ενέργεια που δίνουμε στο ελατήριο αν βρούμε το έργο που συνοδεύει την ελ.F . 

Έτσι για να βρούμε το έργο της δύναμης ελ.F , κάνουμε την γραφική παράσταση της σχέσης Fελ.=k  x. Το εμβαδόν 

κάτω από την γραφική παράσταση θα μας δώσει αριθμητικά το έργο ενώ το πρόσημο θα το βρίσκουμε από την φορά 

της δύναμης ελ.F  σε σχέση με την μετατόπιση. 

Το έργο της δύναμης επαναφοράς του ελατηρίου θα είναι ίσο με το εμβαδόν του παραπάνω τριγώνου, θα είναι δη-

λαδή ίσο με : 
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       
ελ. ελ.

2

F ελ. F

1 1 1
W F Δ k Δ Δ W k Δ

2 2 2
. 

Όσο για το πρόσημο του έργου, διακρίνουμε τις περιπτώσεις : 

 Αν το ελατήριο βρίσκεται στην θέση του φυσικού του μήκους και το συμπιέζουμε προς τα αριστερά κατά x (ή 

το επιμηκύνουμε προς τα δεξιά κατά x) τότε η δύναμη επαναφοράς είναι προς τα δεξιά (ή προς τα αριστερά), 

αντίθετη της συμπίεσης (ή της επιμήκυνσης), οπότε το έργο της δύναμης επαναφοράς του ελατηρίου είναι αρνη-

τικό. 

  
ελ.

2

F

1
W k x

2
. 

 Αν το ελατήριο είναι ήδη συσπειρωμένο (ή επιμηκυμένο) κατά x και το αφήσουμε ελεύθερο να εκτονωθεί έως 

την θέση φυσικού μήκους, τότε η δύναμη επαναφοράς είναι προς τα δεξιά (ή προς τα αριστερά), ομόρροπη της 

μετατόπισης, οπότε το έργο της δύναμης επαναφοράς του ελατηρίου είναι θετικό. 

 
ελ.

2

F

1
W k x

2
. 

 Αν το ελατήριο είναι ήδη παραμορφωμένο σε μια θέση Γ και μεταφερθεί σε μια άλλη θέση Δ στην οποία είναι 

και πάλι παραμορφωμένο, όπως στο σχήμα, το έργο της δύναμης του ελατηρίου για την παραπάνω μετατόπιση 

είναι θετικό γιατί η δύναμη επαναφοράς είναι ομόρροπη της μετατόπισης. Η αριθμητική τιμή του έργου βρίσκεται 

από το εμβαδόν του σχήματος και είναι ίσο με : 

        
ελ.

Γ Δ 2 2

F ΚΛΜΝ ΟΝΜ ΟΚΛ 1 2

1 1
W Ε Ε Ε k x k x 0

2 2
 ή 

 
 

  
        

ελ.

2 1Γ Δ 2 2

F ΚΛΜΝ 1 2 1 2

k x k x 1 1
W Ε x x k x k x 0

2 2 2
. 

 

Άρα γενικά : το έργο της δύναμης επαναφοράς του ελατηρίου ασχέτως αν έχει αρχική ή όχι παραμόρφωση, θα 

είναι ίσο με : 

 
ελ.

ελ. ελ.

F αρχ. τελ.W U U . 

όπου 2

ελ.

1
U k x

2
   είναι η δυναμική ενέργεια του παραμορφωμένου ελατηρίου και x η απομάκρυνση του ελεύθερου 

άκρου από το φυσικό μήκος του. 

Η τελευταία γενική σχέση δίνει την αλγεβρική τιμή του έργου, δηλαδή δίνει και το πρόσημο του έργου, χωρίς να μας 

ενδιαφέρει αν η παραμόρφωση και η δύναμη επαναφοράς του ελατηρίου είναι ομόρροπες ή αντίρροπες. 
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Ποια κίνηση ονομάζεται περιοδική ; 

Μια κίνηση λέγεται περιοδική όταν επαναλαμβάνεται κατά τον ίδιο τρόπο σε ίσα χρονικά διαστήματα. Μερικές περι-

οδικές κινήσεις είναι : 

 Η κίνηση των ηχογόνων πηγών (χορδές, μεμβράνες, κώνοι μεγαφώνων κ.λ.π.). 

 Η κίνηση της Σελήνης γύρω από τη Γη. 

 Η κίνηση του εκκρεμούς. 

 Η ομαλή κυκλική κίνηση. 

Κάθε περιοδική κίνηση χαρακτηρίζεται από την περίοδο (Τ), την συχνότητα (f) και την κυκλική συχνότητα (ω). 

Περίοδος (T) ενός περιοδικού φαινομένου ονομάζεται ο χρόνος που απαιτείται για μια πλήρη επανάληψη της κίνη-

σης. Αν σε χρόνο t γίνονται Ν επαναλήψεις της κίνησης ισχύει : 


t

Τ
Ν

. 

Η περίοδος μετριέται σε δευτερόλεπτα (s). 

Συχνότητα (f) ενός περιοδικού φαινομένου ονομάζεται το πηλίκο του αριθμού των επαναλήψεων της κίνησης που 

πραγματοποιούνται σε χρόνο t προς τον χρόνο αυτό. Δηλαδή : 


N

f
t

. 

Η συχνότητα μετριέται σε Hertz (=1sec
-1

). 

Επειδή για Ν=1 (μία ταλάντωση) έχουμε t=1Τ, ισχύει : 




  

N 1

t T

N 1
f f

t T
, 

δηλαδή η συχνότητα f και η περίοδος Τ είναι μεγέθη αντιστρόφως ανάλογα. 

Η γωνιακή (ή κυκλική) συχνότητα (ω) ενός περιοδικού φαινομένου εκφράζει τον αριθμό των επαναλήψεων της 

επαναλαμβανόμενης κίνησης σε χρόνο (2π)sec και δίνεται από την σχέση : 

 
2π

ω 2πf
Τ

. 

όπου π=3,14. Μονάδα μέτρησης της γωνιακής συχνότητας είναι το 1rad/sec. 

 

Πότε μια περιοδική κίνηση ονομάζεται ταλάντωση ; 

Όταν μια περιοδική κίνηση πραγματοποιείται παλινδρομικά γύρω από μια θέση ονομάζεται ταλάντωση. Η θέση 

γύρω από την οποία πραγματοποιείται η ταλάντωση λέγεται θέση ισορροπίας (Θ.I.). Το σώμα το οποίο εκτελεί την 

ταλάντωση είναι περιορισμένο να κινείται μεταξύ δύο ακραίων θέσεων. Όταν η ταλάντωση εξελίσσεται πάνω σε 

ευθεία γραμμή τότε η ταλάντωση ονομάζεται γραμμική. Οπότε στην γραμμική ταλάντωση το σώμα κινείται μεταξύ δύο 

ακραίων θέσεων και γύρω από μία θέση ισορροπίας. 

Το πλέον κλασικό παράδειγμα γραμμικής ταλάντωσης είναι η κατακόρυφη και η οριζόντια κίνηση ενός σώματος 

που είναι δεμένο από το ένα άκρο ιδανικού ελατηρίου σταθεράς επαναφοράς k το άλλο άκρο του οποίου είναι ακλόνη-

τα δεμένο. 
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Ποια κίνηση ονομάζεται απλή αρμονική ταλάντωση (Α.A.Τ.) ; 

Μια γραμμική ταλάντωση ονομάζεται απλή αρμονική ταλάντωση όταν η απομάκρυνση του σώματος από τη θέση 

ισορροπίας του είναι αρμονική συνάρτηση του χρόνου (δηλαδή είναι μια ημιτονοειδής ή συνημιτονοειδής συνάρτηση 

του χρόνου). Η απομάκρυνση ενός σώματος που εκτελεί Α.A.Τ. δίνεται από την σχέση : 

 o οx x ημ ωt φ   , 

όπου : 

 x (σε m στο S.Ι.) είναι η αλγεβρική τιμή της απομάκρυνσης του σώματος από 

τη θέση ισορροπίας του τη χρονική στιγμή t, 

 xο (ή Α) (σε m στο S.Ι.) είναι η μέγιστη απομάκρυνση του σώματος από τη 

θέση ισορροπίας του ή πλάτος, 

 φ=(
οωt φ ) (σε rad στο S.Ι.) ονομάζεται φάση της ταλάντωσης του σώματος, 

 ω (σε rad/sec στο S.Ι.) είναι η γωνιακή ταχύτητα της ταλάντωσης, 

 t (σε sec στο S.Ι.) είναι ο χρόνος της ταλάντωσης του σώματος και 

 φo (σε rad στο S.Ι.) ονομάζεται αρχική φάση της ταλάντωσης του σώματος. 

Η γωνιακή ταχύτητα του σώματος συνδέεται με την συχνότητα και την περίοδο ταλάντωσης σύμφωνα με τις 

γνωστές σχέσεις : 

2π
ω 2πf

Τ
  . 

Στην Α.A.Τ η περίοδος ορίζεται ως το χρονικό διάστημα ανάμεσα σε δύο διαδοχικές μεταβάσεις του σώματος από 

το ίδιο σημείο της τροχιάς του και με την ίδια φορά. Σε χρόνο μιας περιόδου το σώμα κάνει μια πλήρη ταλάντωση. 

 

Απεικόνιση της Α.A.Τ. στον τριγωνομετρικό κύκλο (στρεφόμενο διάνυσμα). 

Ένα σώμα που εκτελεί Α.A.Τ. μπορεί να απεικονιστεί και πάνω στον τριγωνομετρικό 

κύκλο. Όπως γνωρίζουμε ο κατακόρυφος άξονας είναι ο άξονας των ημιτόνων και ο 

οριζόντιος είναι ο άξονας των συνημιτόνων. Έστω ότι το σώμα ξεκινάει την ταλάντωση 

την στιγμή t=0 από την θέση ισορροπίας του (άρα x=0) με θετική ταχύτητα. Συνεπώς η 

ταλάντωση του σώματος δεν έχει αρχική φάση. Μετά από χρόνο t το σώμα θα έχει φτά-

σει σε απομάκρυνση x από την θέση ισορροπίας του ενώ η γωνιακή του ταχύτητα θα 

είναι, βάσει του ορισμού της :  

αρχ.

αρχ.

φ 0

t 0

Δφ φ
ω ω φ ωt

Δt t




     . 

Δουλεύοντας στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟNΜ παίρνουμε : 

o

o

ΟΝ x
ημφ x x ημωt

ΟΜ x
     . 

Συμπεραίνουμε συνεπώς ότι την ταλάντωση ενός σώματος μπορούμε να την αναπαραστήσουμε και με την βοήθεια 

του τριγωνομετρικού κύκλου. Αν φέρουμε τις προβολές της τυχαίας θέσης του σώματος προς τους άξονες του τριγω-

νομετρικού κύκλου, τότε η προβολή στον κατακόρυφο άξονα δίνει την τυχαία θέση του σώματος και η προβολή 

στον οριζόντιο άξονα δίνει την αλγεβρική τιμή της τυχαίας ταχύτητας του σώματος. 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται ο σχεδιασμός της ημιτονοειδούς συνάρτησης της απομάκρυνσης όταν ένα σώμα κι-

νείται πάνω στον τριγωνομετρικό κύκλο. 
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Φάση και αρχική φάση της ταλάντωσης. 

Έστω ένα σώμα το οποίο εκτελεί Α.A.Τ. Αν την στιγμή t=0 το σώμα βρίσκεται στην θέση ισορροπίας του και 

ταυτόχρονα έχει και θετική ταχύτητα, τότε η ταλάντωσή του δεν έχει αρχική φάση φο (δηλαδή φο=0) και η εξίσωση της 

απομάκρυνσής του γράφεται ως : 

ox x ημωt  , 

όπου η φάση θα είναι της μορφής φ ω  t. 

Αν όμως την χρονική στιγμή t=0 το σώμα δεν βρίσκεται στην θέση ισορροπίας του έχοντας θετική ταχύτητα, τότε η 

ταλάντωσή του έχει αρχική φάση φo οπότε η εξίσωση της απομάκρυνσής του γράφεται ως : 

 o οx x ημ ωt φ   , 

όπου η φάση θα είναι της μορφής φ  (ω  t+φο). 

 Άρα η φάση φ
οω t φ    της ταλάντωσης εκφράζει την θέση του σώματος την τυχαία χρονική στιγμή t 

ενώ η θέση του σώματος την χρονική στιγμή t=0 εκφράζεται από την αρχική φάση φo. 

Η αρχική φάση μιας ταλάντωσης πρέπει να παίρνει τιμές μέσα σε έναν τριγωνομετρικό κύκλο, δηλαδή θα πρέπει 

να ισχύει : 

o0 φ 2π  . 

Στο διπλανό διάγραμμα απεικονίζεται η γραφική παράσταση της φάσης σε συνάρτηση με 

το χρόνο. Η ευθεία (a) αντιστοιχεί στην σχέση φ  ω  t+φo, ενώ η (b) στην σχέση φ  ω  t. Η 

κλίση της γραφικής παράστασης ισούται με την γωνιακή ταχύτητα ω της ταλάντωσης. Η φά-

ση αυξάνεται γραμμικά με τον χρόνο. Άρα σε χρονικό διάστημα Δt=Τ αντιστοιχεί αύξηση της 

φά-σης κατά Δφ=2π, γιατί : 

 
( )

1 1 ο

2 1 2 ο 1 ο 2 1

2 2 ο

φ ω t φ 2π
φ φ ω t φ ω t φ ω t t Δφ ω Δt Δφ Τ Δφ 2π

φ ω t φ Τ

   
                  

   
. 
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Πως υπολογίζεται η αρχική φάση ; 

Όπως προαναφέραμε, για να έχει ένα σώμα που εκτελεί Α.A.Τ. αρχική φάση θα πρέπει την χρονική στιγμή t=0 το 

σώμα να μην βρίσκεται στην θέση ισορροπίας του x=0 έχοντας θετική ταχύτητα (ή εναλλακτικά όπως θα δούμε η ταχύ-

τητά του να μην είναι μέγιστη, η επιτάχυνσή του ή η δύναμη επαναφοράς της ταλάντωσης να μην είναι μηδέν, η κινητι-

κή ενέργεια να μην είναι μέγιστη, η δυναμική ενέργεια να μην είναι μηδέν). Τα βήματα που ακολουθούμε για την εύρε-

ση της αρχικής φάσης θα γίνουν πιο κατανοητά μέσα από παράδειγμα. Έστω ότι ένα σώμα την χρονική στιγμή t=0 

βρίσκεται στην θέση ox

2
 και έχει θετική ταχύτητα. 

1° βήμα : Αντικαθιστούμε στην εξίσωση της απομάκρυνσης τα δεδομένα μας. Άρα : 

 
ο

o

ο ο 0 φ 2πt 0
o

o ο o ο ο ο
x k 0

x
2

ο ο

π π
φ 2kπ φ 2kπ

x 1 π 6 6
x x ημ ωt φ x ημφ ημφ ημφ ημ

π 5π2 2 6
φ 2kπ π φ 2kπ

6 6

 




 
     

           
     
  

 

ο

ο

π
φ rad

6

5π
φ rad

6





 


. 

2° βήμα : Σχηματίζουμε τον τριγωνομετρικό κύκλο και με βάση το δεδομένο της θετι-

κής ταχύτητας παίρνουμε την γωνία φo=
π

6
rad. Άρα η εξίσωση της απομάκρυνσης είναι  

o

π
x x ημ ωt

6

 
   

 
. 

 

Ταχύτητα στην απλή αρμονική ταλάντωση. 

Η ταχύτητα του σώματος, δηλαδή ο ρυθμός μεταβολής της απομάκρυνσής του, δεν 

είναι σταθερή, αλλά μεταβάλλεται με τον χρόνο. Κάθε χρονική στιγμή δίνεται από την 

σχέση : 

ο

Δx
υ υ υ συνωt

Δt
   , 

όπου υο είναι η μέγιστη τιμή της ταχύτητας (το πλάτος της ταχύτητας όπως αλλιώς λέ-

γεται) και ισούται με υo=ω  xο. Το σώμα έχει μέγιστη ταχύτητα όταν διέρχεται από την 

θέση ισορροπίας του.  

Η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφτεί και ως : 

ο

π
υ υ ημ ωt

2

 
  

 
. 

Μετά από σύγκριση της παραπάνω σχέσης με την σχέση της απομάκρυνσης x=
ox ημωt , παρατηρούμε ότι η φάση 

της ταχύτητας προηγείται της φάσης της απομάκρυνσης κατά 
π

2
. 

Διαφορά φάσης μεταξύ δύο μεγεθών σημαίνει ότι τα μεγέθη αυτά δεν παίρνουν ταυτόχρονα τη μέγιστη ή την ελάχι-

στη τιμή σε αντίθεση με τα μεγέθη που είναι συμφασικά και τα οποία έχουν την ίδια φάση. 
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Να αποδειχθεί η σχέση 2 2

oυ ω x x    που συνδέει την στιγμιαία ταχύτητα υ με την στιγμιαία απομάκρυν-

ση x. (α' τρόπος). 

Σε μια απλή αρμονική ταλάντωση η απομάκρυνση και η ταχύτητα του σώματος δίνονται κάθε χρονική στιγμή t από 

τις σχέσεις :  o οx x ημ ωt φ   και  o ου υ συν ωt φ  . Υψώνοντας τις σχέσεις αυτές στο τετράγωνο, παίρνουμε : 

   
2

2 2 2 2

ο ο ο 2

ο

x
x x ημ ωt φ ημ ωt φ

x
      και 

   
2

2 2 2 2

ο ο ο 2

ο

υ
υ υ συν ωt φ συν ωt φ

υ
     . 

Με πρόσθεση κατά μέλη και εκμεταλλευόμενοι την βασική τριγωνομετρική ταυτότητα    2 2

ο οημ ωt φ συν ωt φ 1    , 

παίρνουμε : 

 

 

ο ο

2
2

ο 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2υ ω x
ο 2 2 2 2 2

ο2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22
ο ο ο ο ο ο ο2

ο 2

ο

x
ημ ωt φ

x x υ x υ ω x υ ω x υ
1 1 1 1 ω x υ ω x

x υ x ω x ω x ω x ω xυ
συν ωt φ

υ

 


  

  
                

   



   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

ο ο ου ω x ω x υ ω x x υ ω x x            . 

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις : i) Όταν x=0 (θέση ισορροπίας), τότε 
ο ου ω x υ     . Το πρόσημο εξαρτάται 

από την φορά της κίνησης. Αν το σώμα πάει από την θέση -xο +xο τότε υ>0. 

ii) Όταν x=±xο (ακραίες θέσεις ταλάντωσης), τότε υ=0. 

 

Επιτάχυνση στην απλή αρμονική ταλάντωση. 

Η επιτάχυνση του σώματος, δηλαδή ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητάς του, δίνεται 

από τη σχέση : 

ο

Δυ
α α α ημωt

Δt
    , 

όπου αo είναι η μέγιστη τιμή της επιτάχυνσης και ισούται 

με αο=ω
2
 xο. Συνεπώς παίρνουμε : 

2 2

oα ω x ημωt ω x      . 

Η τελευταία σχέση αποτελεί μια σημαντικότατη συνδυαστική σχέση που συνδέει την 

στιγμιαία τιμή της επιτάχυνσης και της απομάκρυνσης και από την οποία καταλαβαίνουμε 

ότι στην απλή αρμονική ταλάντωση η επιτάχυνση έχει πάντοτε αντίθετο πρόσημο από 

αυτό της απομάκρυνσης (αριστερό σχήμα). 

Άρα στις ακραίες θέσεις, όπου x=±xο, η επιτάχυνση είναι μέγιστη και ίση με α= ω
2
 xo= αo, αντίστοιχα. Επίσης 

στην θέση ισορροπίας (x=0) η επιτάχυνση είναι μηδέν, ενώ σε κάθε άλλη θέση η επιτάχυνση έχει πάντοτε αντίθετο 

πρόσημο σε σχέση με την απομάκρυνση, δηλαδή η απομάκρυνση x είναι διάνυσμα με φορά προς τις ακραίες θέσεις 

ενώ η επιτάχυνση α είναι διάνυσμα με φορά προς την θέση ισορροπίας. 

Η εξίσωση της επιτάχυνσης μπορεί να γραφτεί και με τη μορφή : 

 οα α ημ ωt π  . 

Μετά από σύγκριση της παραπάνω σχέσης με την σχέση της απομάκρυνσης 
οx x ημωt , παρατηρούμε ότι η φά-



ΘΕΩΡΙΑ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΩΝ 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΠΑΠΑΜΑΤΘΑΙΟΥ ΚΩΝ/ΝΟΣ, MSc ΦΥΣΙΚΟΣ                    ΣΧΟΛΙΚΟ ΕΤΟΣ 2017-2018 

8 

ση της επιτάχυνσης προηγείται της φάσης της απομάκρυνσης κατά π. Με σύγκριση των σχέσεων της ταχύτητας και 

της επιτάχυνσης προκύπτει ότι υπάρχει διαφορά φάσης μεταξύ της επιτάχυνσης και της ταχύτητας η οποία ισούται με : 

 
π π

Δφ ωt π ωt Δφ
2 2

 
      

 
, 

δηλαδή η επιτάχυνση προηγείται της ταχύτητας υ κατά 
π

2
. 

Να σημειωθεί ότι όπως αποδείξαμε την συνδυαστική σχέση  2 2

ου ω x x    μεταξύ ταχύτητας και απομάκρυνσης 

μπορούμε να αποδείξουμε με ανάλογο τρόπο και την ανάλογη συνδυαστική σχέση  2 2

οα ω υ υ    μεταξύ της ταχύ-

τητας και επιτάχυνσης. 

 

Δύναμη επαναφοράς ταλάντωσης στην απλή αρμονική ταλάντωση. 

Από τον θεμελιώδη νόμο της μηχανικής (2
ος

 νόμος του Newton) έχουμε ότι : 

ΣF=m  α. 

Ισχύει όμως και  2 2

οα ω υ υ   , άρα ΣF=m   2 2

οα m ω υ υ    . 

Έχουμε αποδείξει επίσης ότι α=-ω
2
 x. Οπότε ο θεμελιώδης νόμος της μηχανικής 

θα δώσει : 

ΣF=m  α 2ΣF ω m x.      

Η σχέση αυτή (η γραφική παράστασή της φαίνεται δίπλα) συνδέει την στιγμιαία 

τιμή της συνισταμένης δύναμης της ταλάντωσης με την στιγμιαία τιμή της απομά-

κρυνσης. Η συνισταμένη δύναμη στην απλή αρμονική ταλάντωση, επειδή τείνει να 

επαναφέρει το σώμα στην θέση ισορροπίας του, λέγεται και δύναμη επαναφοράς. 

Βλέπουμε ότι η συνισταμένη των δυνάμεων Σ F  που ασκούνται στο σώμα σε μια 

απλή αρμονική ταλάντωση είναι ανάλογη και αντίθετη από την στιγμιαία απομάκρυνση 

του σώματος από την θέση του ισορροπίας. Επίσης, όταν το σώμα διέρχεται από την θέ-

ση ισορροπίας του δεν δέχεται δύναμη επαναφοράς ενώ στις θέσεις μέγιστης απομά-

κρυνσης η δύναμη επαναφοράς έχει μέγιστη τιμή και φορά προς την θέση ισορροπίας. 

Επίσης επειδή 
ox x ημωt  η δύναμη επαναφοράς εύκολα γίνεται και : 

2 2

οΣF ω m x ΣF ω m x ημωt         . 

Οι ιδιότητες που επαληθεύει η συνισταμένη δύναμη στην Α.Α.T. είναι : 

 έχει ως φορέα την ευθεία πάνω στην οποία γίνεται η ταλάντωση του σώματος, 

 είναι ανάλογη με την απομάκρυνση του σώματος από την θέση ισορροπίας του σώ-

ματος, και 

 έχει φορά αντίθετη με την απομάκρυνση. 

Αν το σταθερό γινόμενο m  ω
2
 το συμβολίσουμε με D, δηλαδή D=m  ω

2
, παίρνουμε : 

ΣF D x.    

Η σταθερά αναλογίας D λέγεται σταθερά επαναφοράς και η τιμή της σχετίζεται με τα φυσικά χαρακτηριστικά του 

σώματος που ταλαντώνεται. 

Η τελευταία σχέση αποτελεί την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να εκτελέσει ένα σώμα Α.A.Τ. 
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Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις της απομάκρυνσης, της ταχύτητας, της επιτάχυνσης και 

της δύναμης επαναφοράς, ενώ φαίνονται και τα πρόσημα των παραπάνω μεγεθών, σε κάποια τυχαία θέση. Οι θέσεις 

P, P΄ είναι οι ακραίες θέσεις ενώ η θέση Ο είναι η θέση ισορροπίας. 
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Από τι εξαρτάται η περίοδος ενός σώματος που εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση ; 

Από την σχέση D=m  ω
2
, προκύπτει για την περίοδο ταλάντωσης η σχέση : 

   
2

2 22 2 22π m
D m ω m D T m 2π T 2π

T D

 
           

 
 

m
T 2π

D
  . 

Η σχέση αυτή μας δείχνει ότι η περίοδος ταλάντωσης του σώματος είναι ανεξάρτητη του πλάτους ταλάντωσης xο. 

Η συχνότητα ταλάντωσης του σώματος είναι ίση : 

1 1 D
f f

T 2π m
   . 

Επειδή οι ποσότητες m και D είναι χαρακτηριστικές για κάθε ταλαντούμενο σύστημα, η περίοδος Τ και η συχνότητα 

f θα είναι επίσης χαρακτηριστικά μεγέθη του ταλαντούμενου συστήματος, και γι αυτό το λόγο ονομάζονται αντίστοιχα 

ιδιοπερίοδος και ιδιοσυχνότητα του συστήματος, αντίστοιχα. 

 

Ένα σώμα μάζας m βρίσκεται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο και είναι δεμένο στην ελεύθερη άκρη ενός 

οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k. Απομακρύνουμε το σώμα από τη θέση ισορροπίας του και στη συνέχεια το 

αφήνουμε ελεύθερο. Να αποδειχθεί ότι η κίνησή του θα είναι απλή αρμονική ταλάντωση, να βρεθεί η περίο-

δος Τ της ταλάντωσης και να γραφτεί η εξίσωση της απομάκρυνσης σε συνάρτηση με τον χρόνο. 

Για να αποδείξουμε ότι ένα σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση ακο-

λουθούμε τα παρακάτω βήματα : 

α. Προσδιορίζουμε την θέση ισορροπίας. Σχεδιάζουμε στην θέση αυτή όλες 

τις δυνάμεις και εφαρμόζουμε την συνθήκη ισορροπίας ενός σώματος ΣF =0. 

Από την συνθήκη αυτή παίρνουμε μια σχέση που θα την χρησιμοποιήσουμε 

στο επόμενο βήμα ή μπορούμε να πάρουμε την αρχική επιμήκυνση ενός κα-

τακόρυφου ελατηρίου ή ενός ελατηρίου σε κεκλιμένο επίπεδο. 

β. Απομακρύνουμε λίγο το σώμα (κατά την διεύθυνση της κίνησης) και «φωτογραφίζουμε» το σώμα που ταλαντώνε-

ται σε μια τυχαία θέση έτσι ώστε να απέχει κατά x από την Θ.I. 

γ. Σχεδιάζουμε όλες τις δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα στην διεύθυνση της κίνησης. Όπου χρειαστεί κάνουμε και 

ανάλυση σε άξονες. Η συνισταμένη δύναμη βρίσκεται αν από τις δυνάμεις που έχουν τη φορά της απομάκρυνσης 

αφαιρέσουμε τις δυνάμεις που έχουν φορά αντίθετη από τη φορά της απομάκρυνσης. Με την βοήθεια της σχέση του 

(α) βήματος, αποδεικνύουμε ότι ισχύει ΣF=-D  x δηλαδή την ικανή και αναγκαία συνθήκη έτσι ώστε ένα σώμα να εκτε-

λέσει Α.A.Τ. 

Έτσι στην περίπτωσή μας, έχουμε : 

 όταν το σώμα ισορροπεί, το ελατήριο έχει το φυσικό του μήκος 0 (δεν ασκείται δύναμη στο ελατήριο). Ασκώντας 

μια εξωτερική δύναμη F εξ. απομακρύνουμε το σώμα από τη θέση ισορροπίας του κατά xο. Όταν στη συνέχεια το αφή-

σουμε ελεύθερο, σε μια τυχαία θέση της ταλάντωσης που απέχει από την Θ.I. κατά x, πάνω στο σώμα ασκείται μόνο η 

δύναμη του ελατηρίου η οποία είναι πάντα αντίθετη της απομάκρυνσης, οπότε ισχύει : 

ΣF=0-k  x. 

Παρατηρούμε δηλαδή ότι σε μια τυχαία θέση, η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στο σώμα ανάλογη της 

απομάκρυνσης από τη θέση ισορροπίας και έχει φορά προς τη θέση ισορροπίας, δηλαδή ικανοποιείται η ικανή και 
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αναγκαία συνθήκη για να εκτελέσει το σώμα απλή αρμονική ταλάντωση (ΣF=-D  x), όπου D=x. 

 η σταθερά επαναφοράς D είναι η σταθερά k του ελατηρίου. Άρα η περίοδος Τ της ταλάντωσης βρίσκεται από τη 

σχέση : 

m m
T 2π 2π

D k
  . 

Οπότε 
2π 2π k

ω ω ω
Τ mm

2π
k

     . 

 εφόσον η ταλάντωση του σώματος είναι απλή αρμονική, η εξίσωση της απομάκρυνσής του σε συνάρτηση με τον 

χρόνο θα είναι της μορφής :  

 o οx x ημ ωt φ  . 

Το πλάτος xο της ταλάντωσης είναι ίσο με την αρχική απομάκρυνση του σώματος από τη θέση ισορροπίας. 

Για να βρούμε την αρχική φάση φο σκεφτόμαστε ότι η ταλάντωση του σώματος αρχίζει τη στιγμή που το αφήνουμε 

ελεύθερο, δηλαδή στη θέση όπου η απομάκρυνση είναι xο. Άρα τη χρονική στιγμή t=0sec η απομάκρυνσή του θα είναι 

x=+xο οπότε από την εξίσωση της απομάκρυνσης έχουμε : 

 
t 0

o ο o o ο ο ο

ο

ο

π
x x ημ ωt φ x x ημφ ημφ 1 φ 2kπ π

φ rad2
2

0 φ 2π, k 0

 
         

 
   

. 

 Τελικά η εξίσωση που περιγράφει την ταλάντωση του σώματος είναι η : 

o

k π
x x ημ t

m 2

 
   

 

. 

 

Ενέργεια στην απλή αρμονική ταλάντωση. 

Έστω ότι έχουμε ένα σώμα το οποίο κάνει Α.A.Τ. Για να μεταφερθεί το σώμα σε μια τυχαία θέση x θα πρέπει να 

ασκηθεί πάνω στο σώμα μια δύναμη η οποία να εξουδετερώσει την δύναμη επαναφοράς. Άρα θα πρέπει να είναι ίση 

και αντίθετη μ' αυτή, δηλαδή να είναι της μορφής Fεξ.=D  x. Αποδεικνύεται ότι το έργο αυτής της δύναμης, ισούται με : 

εξ.

2

F

1
W D x

2
  . 

Η παραπάνω ενέργεια που καταναλώνει η εξωτερική δύναμη μετατρέπεται σε αποθηκευμένη ενέργεια στο σύστη-

μα με την μορφή της δυναμικής ενέργειας της ταλάντωσης U. Δηλαδή : 

εξ.

2 2 2 2

F ο

1 1
W U D x U m ω x ημ ωt

2 2
        , 

θεωρώντας ότι δεν υπάρχει αρχική φάση. 

Παράλληλα με την δυναμική ενέργεια που αποθηκεύεται στο ελατήριο, το σώμα θα έχει και κινητική ενέργεια λό-

γω της ταχύτητά του, η οποία θα ισούται με : 

2 2 2 2 2 2

o o

1 1 1
K m υ K m υ συν ωt K m ω x συν ωt

2 2 2
         . 

Από τις παραπάνω σχέσεις καταλαβαίνουμε ότι η δυναμική ενέργεια U και η κινητική ενέργεια Κ του σώματος που 

εκτελεί Α.A.Τ. είναι περιοδικές συναρτήσεις του χρόνου. Οι γραφικές τους παραστάσεις φαίνονται στο παρακάτω σχή-

μα : 
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Παρατηρούμε ότι το άθροισμά τους (δηλαδή η μηχανική ενέργεια) είναι μια σταθερή ποσότητα για το σύστημα και 

ότι στην διάρκεια μιας περιόδου η δυναμική και η κινητική ενέργεια γίνονται ίσες 4 φορές. Για την μηχανική ενέργεια 

ισχύει : 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

ο o ο

1 1 1
E K U E m ω x ημ ωt m ω x συν ωt m ω x ημ ωt συν ωt

2 2 2
                  

2 2 2

ο ο max

1 1
E m ω x D x U

2 2
         . 

Άρα η μηχανική ενέργεια (Ε) ισούται με την μέγιστη δυναμική ενέργεια του συστήματος ( 2

max ο

1
U D x

2
   ). 

Ισχύει όμως ότι 
ο oυ ω x  , οπότε η παραπάνω σχέση γίνεται : 

2 2 2

ο ο max

1 1
E m ω x m υ K

2 2
        . 

Άρα η μηχανική ενέργεια (Ε) ισούται με την μέγιστη κινητική ενέργεια του συστήματος ( 2

max ο

1
K m υ

2
   ). 

Έτσι η κινητική, η δυναμική και η μηχανική ενέργεια της Α.A.Τ. συνδέονται μέσω της παρακάτω σχέσης που ονομά-

ζεται αρχή διατήρησης της ενέργειας της ταλάντωσης (A.Δ.E.Τ.). 

max maxE K U K U    . 

Βάσει της παραπάνω σχέσης η κινητική και η δυναμική ενέργεια μπορούν να γραφτούν και ως : 

2 2 2

ο

1
U D x ημ ωt U E ημ ωt

2
       και 

2 2 2

o

1
K m υ συν ωt K E συν ωt

2
     . 

Στην Θ.I. η κινητική ενέργεια του σώματος είναι μέγιστη και η δυναμική ενέργεια ίση με μηδέν (αφού μηδενίζεται η 

απομάκρυνση του σώματος) ενώ στις ακραίες θέσεις συμβαίνει το αντίθετο. Σε μια τυχαία θέση υπάρχει και κινητική 

και δυναμική ενέργεια. Η παραπάνω μετατροπή των ενεργειών συμβαίνει συνεχώς σε ένα σώμα που εκτελεί Α.A.T. 

απουσία τριβών. 
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Να αποδειχθεί ότι η κινητική ενέργεια είναι ίση με την δυναμική (Κ=U) στις θέσεις o

2
x x

2
  . 

Όποτε η άσκηση αναφέρεται σε οποιαδήποτε σχέση ενεργειών, θα εκμεταλλευόμαστε την αρχή διατήρησης της 

ενέργειας της ταλάντωσης. Στην περίπτωσή μας θα έχουμε : 

2
2 2 2 2 2 o o

max o o o

E K U x x1 1 2
E 2U U 2U Dx 2 Dx x 2x x x x x

K U 2 2 2 22

  
               

 
. 

 

Να αποδειχθεί ότι η κινητική ενέργεια είναι ίση με την δυναμική (Κ=U) όταν η ταχύτητα του σώματος είναι 

o

2
υ υ

2
  . 

Με ανάλογο σκεπτικό όπως πάνω θα πάρουμε : 

2
2 2 2 2 2 o o

max o o o

E K U υ υ1 1 2
E 2Κ Κ 2Κ mυ 2 mυ υ 2υ υ υ υ υ

K U 2 2 2 22

  
               

 
. 

 

Να αποδειχθεί ότι η κινητική ενέργεια είναι ίση με την δυναμική για 1
η
 φορά όταν t=Τ/8. 

Από το τελευταίο διάγραμμα βλέπουμε ότι η κινητική ενέργεια είναι ίση με την δυναμική ενέργεια τέσσερις φορές σε 

χρόνο μιας περιόδου. Άρα οι δύο ενέργειες γίνονται ίσες πολλές φορές στην διάρκεια της ταλάντωσης του σώματος. 

Έχουμε επίσης αποδείξει ότι οι θέσεις στις οποίες Κ=U είναι οι o

2
x x

2
  . Ένα σώμα χωρίς αρχική φάση, θα ξεκινή-

σει να κινείται προς την θετική ακραία θέση, άρα για πρώτη φορά οι δύο ενέργειες θα είναι ίσες στην θέση o

2
x x

2
 . 

Άρα έχουμε : 

η1 φορά

o o o
k 0

π π
ωt 2kπ ωt 2kπ

4 4
2 2 2 π

x x x ημωt x ημωt ημωt ημ ή ή
2 2 2 4

π 3π
ωt 2kπ π ωt 2kπ

4 4



 
    

 
          

 
     
 

 

η1 φορά

π 2π π
ωt t

4 T 4
2π π π Τ Τ

ή ή t t t
T 4 4 2π 8

3π 2π 3π
ωt t

4 Τ 4

 
  

  
        

 
  
 

. 
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Διαγράμματα των ενεργειών συναρτήσει της απομάκρυνσης. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα διαγράμματα που παρουσιάζουν τις ενέργειες (κινητική, δυναμική και μηχα-

νική), συναρτήσει της απομάκρυνσης. 

 

Παρατηρούμε ότι στις ακραίες θέσεις η δυναμική ενέργεια γίνεται μέγιστη και η κινητική μηδέν ενώ στην θέση ισορ-

ροπίας γίνεται το αντίθετο. Στα σημεία Μ και Ν έχουμε ισότητα των παραπάνω ενεργειών άρα Μ o

2
x x

2
   και 

Ν o

2
x x

2
 , αντίστοιχα. 

 

Να αποδειχθεί η σχέση 2 2

oυ ω x x    που συνδέει την στιγμιαία ταχύτητα υ με την στιγμιαία απομάκρυν-

ση x. (β' τρόπος). 

Εκμεταλλευόμενοι την αρχή διατήρησης της μηχανικής ενέργειας της ταλάντωσης παίρνουμε : 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

max o o o

1 1 1
E K U U K U D x m υ D x m ω x m υ m ω x ω x υ ω x

2 2 2
                          

   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

o o oω x ω x υ υ ω x x υ ω x x              . 

 

Πότε δύο Α.A.Τ. βρίσκονται σε φάση (ή συμφωνία φάσης) και πότε διαφέρουν κατά Δφ ; 

 Όταν δύο ταλαντώσεις βρίσκονται σε φάση όλα τους τα μεγέθη παίρνουν ταυτόχρονα τις ίδιες αντίστοιχες τιμές, 

π.χ. την στιγμή που γίνεται μέγιστη η απομάκρυνση της μίας γίνεται και της άλλης (όχι υποχρεωτικά έχοντας 

διαγράψει το ίδιο πλήθος ταλαντώσεων, αρκεί να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο) ή την στιγμή όπου η τιμή της 

ταχύτητας της μίας είναι ου

2
  θα είναι και της άλλης. 

Άρα όταν δύο Α.A.Τ βρίσκονται σε συμφωνία φάσης, οι φάσεις τους διαφέρουν κατά ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π. 



ΘΕΩΡΙΑ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΩΝ 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : ΠΑΠΑΜΑΤΘΑΙΟΥ ΚΩΝ/ΝΟΣ, MSc ΦΥΣΙΚΟΣ                    ΣΧΟΛΙΚΟ ΕΤΟΣ 2017-2018 

15 

Δηλαδή : 

Δφ=k  2π, 

όπου k=0,1,2,3,… 

 Όταν δύο ταλαντώσεις βρίσκονται σε διαφορά φάσης κατά π, τότε αν η μία ταλάντωση θα βρίσκεται την θέση 

+xo η άλλη θα βρίσκεται στην -xο ή αν η πρώτη είναι στην θέση ισορροπίας της με θετική ταχύτητα ταλάντωσης η 

άλλη θα είναι στην θέση ισορροπίας της αλλά με αρνητική ταχύτητα ταλάντωσης. Άρα όλα τους τα μεγέθη θα 

παίρνουν τις αντίθετες αντίστοιχες τιμές. 

Άρα όταν δύο Α.A.Τ βρίσκονται σε διαφορά φάσης κατά π, οι φάσεις τους διαφέρουν κατά περιττό πολλαπλάσιο 

του π . 

Δηλαδή : 

Δφ=(2k+1)  π, 

όπου k=0,1,2,3,… 

 Γενικότερα, όταν δύο ταλαντώσεις βρίσκονται σε διαφορά φάσης Δφ τότε για παράδειγμα όταν η απομάκρυνση 

της 1
ης

 πάρει την τιμή x=+x0, τότε η απομάκρυνση στην 2
η
 θα λάβει αυτή την τιμή μετά από χρονικό διάστημα Δt 

που αντιστοιχεί στην διαφορά φάσης Δφ. Το χρονικό αυτό διάστημα Δt υπολογίζεται ως εξής : 

Σε διαφορά φάσης 2π αντιστοιχεί χρονικό διάστημα Τ. 

Σε διαφορά φάσης Δφ αντιστοιχεί χρονικό διάστημα Δt. 

Άρα :
Δt Δφ Δφ

Δt Τ
Τ 2π 2π

    , 

όπου Τ είναι η κοινή περίοδος των ταλαντώσεων. 

 

Ρυθμοί μεταβολή στην απλή αρμονική ταλάντωση. 

Ο ρυθμός μεταβολής ενός μεγέθους εκφράζει την μεταβολή του μεγέθους συναρτήσει του χρόνου. Άρα όταν λέμε 

την φράση «ο ρυθμός μεταβολής του μεγέθους Μ» εννοούμε το κλάσμα 
ΔΜ

Δt
 (ή αν η μεταβολή του χρόνου είναι μικρή 

το κλάσμα 
dM

dt
). 

Στην συνέχεια θα δούμε τους πιο γνωστούς ρυθμούς μεταβολής που εμφανίζονται στην Α.A.Τ. και τις σχέσεις μέσω 

των οποίων θα τους βρίσκουμε. 

 Ρυθμός μεταβολής της μετατόπισης 
Δx

Δt
. Είναι η ταχύτητα του σώματος, άρα :  ο ο

Δx
υ υ συν ωt φ

Δt
   . 

 Ρυθμός μεταβολής της ταχύτητα 
Δυ

Δt
. Είναι η επιτάχυνση του σώματος, άρα :  ο ο

Δυ
α α ημ ωt φ

Δt
    . 

 Ρυθμός μεταβολής της ορμής 
Δp

Δt
. Στην A΄ Λυκείου είχαμε αποδείξει ότι ο 2

ος
 νόμος του Newton μπορεί να 

γραφεί και με την εξής μορφή 
Δp

ΣF m α
Δt

   , άρα ο ρυθμός μεταβολής της ορμής είναι η συνισταμένη δύναμη της 

Α.A.Τ. οπότε :  ο ο

Δp
ΣF F ημ ωt φ D x

Δt
       . 
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(Απόδειξη : 
. . . . . .τ ε λ α ρ χ τ ε λ α ρ χ τ ε λ α ρ χ

Σ F mα
υ υ mυ mυ p pΔ υ Δ p Δ p

Σ F m m ΣFΔ υ
Δ t Δ t Δ t Δ t Δ t Δ tα

Δ t

 
    

         
 



). 

 Ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας 
ΔK

Δt
. Στην A΄ Λυκείου είχαμε αποδείξει ότι ο ρυθμός μεταβολής της 

κινητικής ενέργειας ενός σώματος ισούται με το γινόμενο της συνισταμένης δύναμης επί την ταχύτητά του. Επομένως 

στην περίπτωση της Α.A.Τ. ισχύει : 

(Απόδειξη : Γνωρίζουμε από το Θ.M.Κ.E. (A΄ Λυκείου) ότι ΔK=Wολ. Άρα 
 Δ ΣF xΔK ΔW ΣFΔx ΔK

ΣF υ
Δt Δt Δt Δt Δt


      ). 

Όταν 
ΔK

Δt
>0 η κινητική ενέργεια του σώματος αυξάνεται οπότε κατευθύνεται προς την Θ.I., ενώ όταν 

ΔK

Δt
<0 η κι-

νητική ενέργεια του σώματος μειώνεται οπότε απομακρύνεται από την Θ.I. 

 Ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας 
ΔU

Δt
. Για να αποδείξουμε τον ρυθμό μεταβολής της δυναμικής ενέρ-

γειας του σώματος θα εκμεταλλευτούμε την αρχή διατήρησης της ενέργειας. Συγκεκριμένα : 

E σταθ.

ΔΕ
0

Δt

ΔΕ ΔK ΔU ΔK ΔU ΔU ΔK ΔU
E K U 0 ΣF υ D x υ

Δt Δt Δt Δt Δt Δt Δt Δt





                  . 

 

Φθίνουσες ταλαντώσεις. 

Φθίνουσες ταλαντώσεις ονομάζουμε όλες τις ταλαντώσεις οι οποίες έχουν τριβές άρα χάνουν ενέργεια. Αυτό έχει 

ως αποτέλεσμα το πλάτος μετά το τέλος κάθε ταλάντωσης να είναι μειωμένο σε σχέση με το πλάτος της προηγούμε-

νης. Στην φύση υπάρχουν μόνο φθίνουσες ταλαντώσεις. 

Στην περίπτωση του μηχανικού ταλαντωτή (δηλαδή ενός σώματος που είναι συνδεδεμένο με ακλόνητο οριζόντιο 

ελατήριο) το σώμα χάνει ενέργεια λόγω της τριβής ολίσθησης ή οποία μεταφέρεται στο περιβάλλον με την μορφή ενέρ-

γειας. Όσο μικρή και αν είναι η τριβή ολίσθησης με το δάπεδο, το σώμα μετά το τέλος μιας ταλάντωσης δεν θα επι-

στρέψει στην θέση μέγιστης απομάκρυνσης της προηγούμενης ταλάντωσης. Αν το σώμα συνεχίσει την ταλάντωσή του 

χωρίς εξωτερική παρέμβαση, το πλάτος της ταλάντωσης θα μειώνεται συνεχώς έως κάποια στιγμή να μηδενιστεί. 

Η απόσβεση στην κίνηση ενός ταλαντωτή οφείλεται σε δυνάμεις οι οποίες αντιτίθενται στην κίνησή του με αποτέλε-

σμα να του αφαιρούν ενέργεια. Έτσι αφού η ολική ενέργεια μειώνεται, μειώνεται και το πλάτος της ταλάντωσης (αφού 

ισχύει: Ε= 2

o

1
D x

2
 ). 

Μια περίπτωση τέτοιας δύναμης, με πρακτικό ενδιαφέρον, είναι η δύναμη αντιστάσεων που έχει μορφή : 

Fαποσβ.=-b  υ, 

όπου υ είναι η ταχύτητα του ταλαντωτή και b (μονάδα μέτρησης 1kg/s) μια σταθερά που χαρακτηρίζει την απόσβεση 

και ονομάζεται συντελεστής απόσβεσης. Ο συντελεστής απόσβεσης εξαρτάται από το μέγεθος και το σχήμα του 

σώματος που ταλαντώνεται και από τις ιδιότητες του μέσου μέσα στο οποίο γίνεται η ταλάντωση (π.χ. αέρας, νερό, με-

λι κ.τ.λ.). Όσο πιο μεγάλος είναι ο συντελεστής απόσβεσης, τόσο πιο μεγάλη είναι η απώλεια της ενέργειας κατά την 

διάρκεια της ταλάντωσης και άρα τόσο πιο έντονη είναι η μείωση του πλάτους της ταλάντωσης. Ως αποτέλεσμα μεγα-

λώνει και ο χρόνος για να εκτελεστεί η ταλάντωση (οπότε μεγαλώνει έστω και κατά λίγο) η περίοδος της ταλάντωσης, 

αν και για μας θα είναι σχεδόν αμελητέα αυτή η μεταβολή. 

Όλα τα παραπάνω μπορούμε να τα παρατηρήσουμε στις γραφικές παραστάσεις που ακολουθούν και παριστάνουν 
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την μεταβολή του πλάτους συναρτήσει του χρόνου για διαφορετικές τιμές του συντελεστή απόσβεσης b. 

 

Στην πράξη η περίοδος Τ2 είναι λίγο μεγαλύτερη από την περίοδο Τ1 (επειδή b2>b1), στην πράξη αυτή την διαφορά 

την θεωρούμε αμελητέα και έτσι Τ1 Τ2 Τ. Ένα βασικό χαρακτηριστικό είναι ότι όταν ο συντελεστής απόσβεσης b γί-

νει υπερβολικά μεγάλος (περίπτωση δ) το σώμα δεν προλαβαίνει να εκτελέσει ούτε μία πλήρη ταλάντωση. Άρα η κίνη-

ση είναι πλέον απεριοδική. 

Όπως παρατηρούμε από τα διαγράμματα, το πλάτος μειώνεται εκθετικά με τον χρόνο και η μαθηματική έκφρασή 

του είναι η : 

Λ t

t oA A e   , 

όπου ο χρόνος t είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της περιόδου Τ, δηλαδή t=kΤ όπου k=0,1,2,3,…και Λ(1/sec) είναι μια στα-

θερά που ονομάζεται σταθερά απόσβεσης η οποία εξαρτάται από το σύστημα ταλάντωσης και τον συντελεστή από-

σβεσης (συγκεκριμένα Λ=
b

2m
). 

Να επισημανθεί ότι πλέον στο σώμα που εκτελεί την ταλάντωση ενεργούν δύο δυνάμεις : α) η δύναμη επαναφοράς 

και β) η δύναμη των αποσβέσεων. Συνεπώς πλέον η εξίσωση της απομάκρυνσης θα δίνεται από την σχέση : 

 Λ t

o οx A e ημ ωt φ    . 

Να αποδειχθεί ότι ο λόγος δύο διαδοχικών πλατών παραμένει σταθερός. 

Θα αποδείξουμε ότι ισχύει : 

o 1 2 ν

1 2 3 ν 1

A A A A
... σταθερό

A A A Α


     , 

από την οποία μπορούμε να προσδιορίσουμε ένα άγνωστο πλάτος, όταν είναι γνωστά τα πλάτη της προηγούμενης 

και της επόμενης ταλάντωσης. Η παραπάνω σχέση αποτελεί το κλάσμα απόσβεσης. 

Απόδειξη : Την στιγμή t=0 έχουμε το πλάτος Αο. 

Μετά το τέλος της πρώτης ταλάντωσης t=Τ, το πλάτος είναι : Λ Τ

1 oA A e   . 

Μετά το τέλος της δεύτερης ταλάντωσης t=2Τ, το πλάτος είναι : Λ 2Τ

2 oA A e   . 

Μετά το τέλος της τρίτης ταλάντωσης t=3Τ, το πλάτος είναι : Λ 3Τ

3 oA A e    κ.λ.π. 

Με διαίρεση κατά μέλη παίρνουμε : 
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

 

 



 

 



 

  



  




  



Λ Tο ο ο

Λ T

1 1ο

Λ T
Λ Tο1 1

Λ 2T

2 2ο

Λ 2T
Λ Tο2 2

Λ 3T

3 3ο

Α Α Α
e .

Α ΑΑ e

Α eΑ Α
e .

Α ΑΑ e

Α eΑ Α
e .

Α ΑΑ e

 

Άρα γενικά παρατηρούμε ότι : 
 



  

 


   



Λ νT
Λ Tον ν

Λ (ν 1)T

ν 1 ν 1ο

Α eΑ Α
e σταθερό.

Α ΑΑ e
 

 

Να αποδειχθεί ότι ο λόγος δύο διαδοχικών ενεργειών παραμένει σταθερός. 

Η ενέργεια δίνεται από την σχέση 2

t t

1
E D A

2
  . 

Την στιγμή t=0 έχουμε την ενέργεια 2

o o

1
E D A

2
  . 

Μετά το τέλος της πρώτης ταλάντωσης, η ενέργεια είναι : 

 
2

2 Λ Τ 2 Λ 2Τ Λ 2Τ

1 1 1 o 1 o 1 o

1 1 1
E D A E D A e E D A e E E e

2 2 2

                  . 

Όμοια :  
2

2 Λ 2Τ 2 Λ 4Τ Λ 4Τ

2 2 2 o 2 o 2 o

1 1 1
E D A E D A e E D A e E E e

2 2 2

                  . 

 
2

2 Λ 3Τ 2 Λ 6Τ Λ 6Τ

3 3 3 o 3 o 3 o

1 1 1
E D A E D A e E D A e E E e

2 2 2

                   κ.λ.π. 

Με διαίρεση κατά μέλη παίρνουμε : 

2ΛTo 0 o

Λ 2T

1 1o

Λ 2T
2ΛT01 1

Λ 4T

2 2o

Λ 4T
2ΛT02 2

Λ 6T

3 3o

E E E
e .

E EE e

E eE E
e .

E EE e

E eE E
e .

E EE e

 

 

 

 

 

  



  




  



 

Άρα γενικά παρατηρούμε ότι : 
 



  

 


   



Λ 2νT
2Λ Tον ν

Λ 2(ν 1)T

ν 1 ν 1ο

E eE E
e σταθερό.

E EE e
 

 

Να αποδειχθεί ο ρυθμός μείωσης ενέργειας σε μια φθίνουσα ταλάντωση. 

Ο ρυθμός μείωσης της ενέργειας σε μια φθίνουσα ταλάντωση στην οποία η δύναμη των αποσβέσεων είναι της 

μορφής Fαποσβ.=-b  υ είναι : 

αποσβ.F αποσβ. 2

αποσβ.

ΔW F ΔxΔΕ ΔΕ
F υ b υ υ b υ

Δt Δt Δt Δt


            . 

 

Χρόνος υποδιπλασιασμού ή ημιζωής ή μισού πλάτους (Τ1/2). 

Ένας χρήσιμος χρόνος στις φθίνουσες ταλαντώσεις είναι ο χρόνος που απαιτείται για να μειωθεί το πλάτος (xο ή Α) 

στο μισό. Ο χρόνος αυτός λέγεται χρόνος υποδιπλασιασμού ή ημίσεως πλάτους ή ημιζωής, και αποδεικνύεται αν 

στην εξίσωση της εκθετικής μείωσης αντικαταστήσουμε όπου Αt=
οΑ

2
 και όπου t=Τ1/2. Συγκεκριμένα έχουμε : 
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1/2 1/2 1/2Λ T Λ T Λ TΛ t o
t o o 1/ 2 1/ 2

A 1 1
Α A e A e e n ne n1 n2 Λ T n2 Λ T

2 2 2

                           

1/ 2 1/ 2

n2
n2 Λ T T

Λ
     . 

 

Μαθηματικό ένθετο : Χρήσιμες ιδιότητες λογαρίθμων. 

Μερικές από τις βασικότερες ιδιότητες των λογαρίθμων που χρειάζονται για τις ασκήσεις των φθινουσών ταλαντώ-

σεων είναι : 

▪  ne 1  ▪  βnα β nα    ▪  
α

n nα nβ
β
   ▪  nxe x  

▪  n1 0  ▪   n α β nα nβ     ▪  
α β

n n
β α
    ▪  nx 1

e
x

   

 

 

Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις-Συντονισμός. 

Όπως έχουμε αναφέρει, ο μηχανικός ταλαντωτής εκτελεί μία ταλάντωση σταθερού πλάτους η οποία χαρακτηρίζεται 

από μια συχνότητα που ονομάζεται ιδιοσυχνότητα και η οποία δίνεται από την σχέση : 

o

o

1 1 D
f

T 2π m
  , 

όπου Τo(=
m

2π
D

) είναι η ιδιοπερίοδος ταλάντωσης του σώματος. Στην περίπτωση αυτή το σύστημα κάνει μια ελεύ-

θερη ταλάντωση χωρίς αποσβέσεις. 

Στην πράξη όμως υπάρχουν αποσβέσεις συνεπώς απώλειες ενέργειας. Αν θέλουμε όμως το σύστημα να διατηρή-

σει αμείωτο το πλάτος της ταλάντωσής του, θα πρέπει να επιδράσει πάνω του μια εξωτερική δύναμη η οποία μετά το 

τέλος της κάθε ταλάντωσης να δίνει στο σύστημα ενέργεια ίση με αυτή που έχασε κατά την διάρκεια αυτής της ταλά-

ντωσης. Η εξωτερική αυτή δύναμη πρέπει να είναι περιοδική και ονομάζεται διεγείρουσα δύναμη ενώ η ταλάντωση 

που εκτελεί πλέον το σύστημα λέγεται εξαναγκασμένη. Το αίτιο που προκαλεί αυτή τη δύναμη ονομάζεται διεγέρτης. 

Άρα μια ταλάντωση ονομάζεται εξαναγκασμένη όταν πάνω στο ταλαντούμενο σώμα ασκείται μία δύναμη περιοδικά 

μεταβαλλόμενη με τον χρόνο με αποτέλεσμα η ταλάντωση να είναι αμείωτη και το πλάτος της να 

παραμένει σταθερό. 

Ένα σύστημα το οποίο εκτελεί μια εξαναγκασμένη ταλάντωση δεν ταλαντώνεται πλέον με την 

ιδιοσυχνότητά του αλλά με την συχνότητα του διεγέρτη. 

Στην περίπτωση των μηχανικών ταλαντώσεων η διάταξη με την οποία μπορούμε να προσ-

φέρουμε ενέργεια στο σύστημα φαίνεται στο διπλανό σχήμα, όπου ο κύλινδρος ακτίνας R είναι ο 

διεγέρτης και περιστρέφεται με μία συχνότητα fΔ.. Το ταλαντούμενο σύστημα ιδιοσυχνότητας fο 

αποτελείται από ελατήριο σταθεράς επαναφοράς k και σώμα μάζας m. Το ταλαντούμενο σύστη-

μα χάνει ενέργεια στην διάρκεια μιας ταλάντωσής του λόγω τριβών (κυρίως με τον αέρα), την οποία υπό κατάλληλες 

προϋποθέσεις την ξανακερδίζει από τον διεγέρτη. 

Αν μεταβάλλουμε την συχνότητα του διεγέρτη και για διάφορες τιμές του συντελεστή απόσβεσης b, παίρνουμε την 

γραφική παράσταση του πλάτους συναρτήσει της συχνότητας και καταλήγουμε στις καμπύλες του επόμενου σχήματος 

που ονομάζονται καμπύλες συντονισμού. 
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Μελετώντας τις καμπύλες συντονισμού συμπεραίνουμε ότι υπάρχει μια συγκεκριμένη συχνότητα του εξωτερικού 

διεγέρτη για την οποία το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται μέγιστο. Αυτό συμβαίνει όταν η συχνότητα του εξωτερικού 

διεγέρτη και η ιδιοσυχνότητα του ταλαντούμενου συστήματος έχουν μικρή διαφορά μεταξύ τους, πρακτικά αμελητέα. 

Το φαινόμενο κατά το οποίο η συχνότητα ταλάντωσης του εξωτερικού διεγέρτη γίνεται σχεδόν ίση με την ιδιοσυ-

χνότητα του ταλαντούμενου συστήματος με αποτέλεσμα την ελαχιστοποίηση των απωλειών ενέργειας και την μεγιστο-

ποίηση του πλάτους της ταλάντωσης ονομάζεται συντονισμός. Κατά την διάρκεια του συντονισμού έχουμε βέλτιστη 

μεταφορά ενέργειας από τον διεγέρτη στο ταλαντούμενο σύστημα. 

Στην ιδανική περίπτωση που μια εξαναγκασμένη ταλάντωση γίνεται χωρίς απώλειες ενέργειας (b=0) και στην περί-

πτωση του συντονισμού, το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται θεωρητικά άπειρο. Στην πράξη όμως αυτό είναι αδύνατο 

γιατί υπάρχει πάντοτε απόσβεση έστω και μικρή. 

Στην περίπτωση όπου έχουμε απόσβεση (b  0), το πλάτος της ταλάντωσης στο συντονισμό γίνεται μέγιστο αλλά 

όχι άπειρο ενώ η τιμή που παίρνει εξαρτάται από την τιμή της σταθεράς απόσβεσης b. Το κοινό σημείο από το οποίο 

ξεκινούν οι καμπύλες συντονισμού όταν fΔ=0 είναι η αρχική επιμήκυνση του ελατηρίου του μηχανικού ταλαντωτή όταν 

το σώμα ισορροπεί. 

Πρακτικά στην φύση η κατάρρευση ενός κτιρίου κατά την διάρκεια ενός σεισμού ή μιας εναέριας γέφυρας σε πολύ 

ισχυρούς ανέμους, είναι απόδειξη εφαρμογής του φαινομένου του συντονισμού. 

 

Διαφορές μεταξύ της ελεύθερης και της εξαναγκασμένης ταλάντωσης. 

Ελεύθερη ταλάντωση (Α.A.Τ.) Εξαναγκασμένη ταλάντωση. 

1. Ασκούμε μία μόνο φορά την εξωτερική δύναμη στο 

Σώμα που το εκτρέπει από την θέση ισορροπίας του. 

1. Ασκούμε στο σύστημα συνεχώς μια εξωτερική 

περιοδική δύναμη συχνότητας fΔ. 

2. Η συχνότητα της ταλάντωσης είναι σταθερή και 

ονομάζεται ιδιοσυχνότητα του ταλαντούμενου συστήματος. 

Η ιδιοσυχνότητα εξαρτάται μόνο από τις ιδιότητες του 

ταλαντούμενου συστήματος. 

2. Η συχνότητα ταλάντωσης ισούται κάθε φορά με 

την συχνότητα της εξωτερικής περιοδικής δύναμης. 

3. Το πλάτος παραμένει σταθερό και εξαρτάται από την 

αρχική ενέργεια που δώσαμε για την αρχική παραμόρφωση 

του συστήματος. Στην φθίνουσα ταλάντωση το πλάτος 

μειώνεται εκθετικά με τον χρόνο. 

3. Το πλάτος εξαρτάται από την συχνότητα του διεγέρτη 

για συγκεκριμένη τιμή του συντελεστή απόσβεσης b και 

όταν η συχνότητα του διεγέρτη γίνει ίση με την 

ιδιοσυχνότητα του συστήματος, έχουμε συντονισμό και 

το πλάτος μεγιστοποιείται. Σε διαφορετικές τιμές 

συχνοτήτων το πλάτος μειώνεται. 
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Σύνθεση ταλαντώσεων. 

Σύνθεση ταλαντώσεων είναι το φαινόμενο της αλληλεπίδρασης δύο ταλαντωτών οι οποίοι έχουν συζευχθεί κατά τέ-

τοιο τρόπο ώστε να είναι εφικτή η μεταφορά ενέργειας από τον έναν στον άλλον. ΠΡΟΣΟΧΗ : για να μπορέσουμε να 

κάνουμε σύνθεση δύο ταλαντώσεων θα πρέπει οι ταλαντώσεις να είναι υπό την γνωστή μορφή της Α.A.Τ. δηλαδή να 

είναι ημιτονοειδούς μορφής. Διακρίνουμε τις επόμενες περιπτώσεις : 

 

Α) Σύνθεση δύο Α.A.Τ. ίδιας διεύθυνσης, ίδιας συχνότητας, διαφορετικών πλατών και με διαφορά φάσης. 

 

Δύο τέτοιες ταλαντώσεις περιγράφονται από τις εξισώσεις : 

1 1x A ημωt  και  2 2x A ημ ωt φ  . 

Κάθε στιγμή η ολική ταλάντωση είναι το άθροισμα των δύο επιμέρους. Δηλαδή θα είναι : 

 1 2 1 2x x x x A ημωt A ημ ωt φ      . 

Αποδεικνύεται ότι η τελευταία σχέση μπορεί να πάρει την σχέση : 

 x Aημ ωt θ  , 

όπου : 

2 2

1 2 1 2A A A 2A A συνφ    και 2

1 2

Α ημφ
εφθ

Α Α συνφ



. 

Παρατηρούμε ότι το πλάτος είναι ανεξάρτητο του χρόνου, άρα η συνολική κίνηση θα είναι και αυτή μια Α.A.Τ. προς 

την ίδια κατεύθυνση και με την ίδια συχνότητα με τις επιμέρους, πλάτους Α και φάσης θ, που εξαρτώνται από τα αντί-

στοιχα στοιχεία των επιμέρους ταλαντώσεων. 

 

Διερεύνηση : 

i. Όταν φ=0°, προκύπτει ότι : 

  
22 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2A A A 2A A συν0 A A 2A A A A         Α=Α1+Α2 και  

 εφθ=0  θ=0° ή θ=180° (απορρίπτεται από το σχήμα). 

Δηλαδή σ' αυτή την περίπτωση η τελική ταλάντωση έχει πλάτος Α ίσο το άθροισμα των επιμέρους πλατών και η 

φάση της είναι η ίδια με την φάση των επιμέρους ταλαντώσεων, όλες δηλαδή οι ταλαντώσεις είναι συμφασικές. 
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ii. Όταν φ=180°, προκύπτει ότι : 

  
22 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2A A A 2A A συν180 A A 2A A A A          Α=|Α1-Α2| και 

 εφθ=0  θ=0° ή θ=180°. 

Σε αυτή την περίπτωση πρέπει να διακρίνουμε υποπεριπτώσεις ανάλογα με ποιο πλάτος είναι μεγαλύτερο. 

Συγκεκριμένα διακρίνουμε τα εξής : 

iiα. Α1>Α2. 

Τότε Α=Α1-Α2 και όπως παρατηρούμε από το σχήμα η τελική ταλάντωση είναι συμφασική με την ταλάντωση x1. 

Αυτό συμβαίνει όταν θ=0
ο
. 

 

iiβ. Α1<Α2. 

Τότε Α=Α2-Α1 και όπως παρατηρούμε από το σχήμα η τελική ταλάντωση είναι συμφασική με την ταλάντωση x2. 

Αυτό συμβαίνει όταν θ=180
ο
. 

 

Να επισημάνουμε ότι από την στιγμή που βρεθεί η συνολική ταλάντωση x, μπορούμε να βρούμε με τον γνωστό 

τρόπο και όλες τις υπόλοιπες συναρτήσεις (ταχύτητα, επιτάχυνση, ενέργεια κ.λ.π.) της ταλάντωσης. 

 

Βασικές παρατηρήσεις : 

1. Την σύνθεση των ταλαντώσεων μπορούμε να την χειριστούμε και με 

την βοήθεια των στρεφόμενων διανυσμάτων, όπως φαίνεται παρακάτω. 

Σχεδιάζουμε ένα διάνυσμα μήκους όσο το πλάτος Α1 και ένα διάνυσμα 

μήκους όσο το πλάτος Α2 το οποίο σχηματίζει γωνία με το πρώτο όσο είναι 

η διαφορά φάσεων των δύο ταλαντώσεων φ. Με την μέθοδο του παραλλη-
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λογράμμου σχηματίζουμε την διαγώνιο μήκους όσο είναι το τελικό μήκος Α, η οποία σχηματίζει γωνία θ με την 

ταλάντωση πλάτους Α1. 

Για να βρούμε το τελικό πλάτος εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο 
Δ

ΟΚΑ  του 

διπλανού σχήματος. 

Συγκεκριμένα : 

       
2 22 2 2 2 2 2

2 1 2 2 1 2 1 2A A ημφ Α Α συνφ A ημ φ Α Α συν φ 2Α Α συνφ        

 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2Α Α ημ φ συν φ 2Α Α συνφ Α Α 2Α Α συνφ         

2 2

1 2 1 2Α Α Α 2Α Α συνφ   . 

Επίσης : 

2

1 2

Α ημφ
εφθ

Α Α συνφ



. 

2. Υπάρχει περίπτωση και οι δύο αρχικές ταλαντώσεις x1 και x2 να 

έχουν αρχικές φάσεις, οπότε οι εξισώσεις που τις περιγράφουν είναι : 

 1 1 1x A ημ ωt φ   , και 

 2 2 2x A ημ ωt φ   . 

Στην περίπτωση αυτή βρίσκουμε την μεταξύ τους διαφορά φάσης 

Δφ και οι σχέσεις του πλάτους και της εφθ μετασχηματίζονται ως εξής : 

2 2

1 2 1 2A A A 2A A συνΔφ    και 2

1 2

Α ημΔφ
εφθ

Α Α συνΔφ



. Τότε η εξίσω-

ση της συνισταμένης ταλάντωσης θα είναι η : 

 1x A ημ ωt φ θ    . 

Εναλλακτικός τρόπος (ο οποίος όμως δεν δίνει πάντα αλγεβρικά αποτελέσματα) είναι και η χρήση της τριγωνομε-

τρικής ταυτότητας  

α β α β
ημα ημβ 2ημ συν

2 2

    
     

   
. 

3. Η ενέργεια της συνισταμένης ταλάντωσης μπορεί να βρεθεί και ως εξής : 

   
2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1
Ε DΑ D A A 2A A συνφ D A A 2A A συνφ DA DA DA A συνφ

2 2 2 2 2
            

1 2 1 2Ε Ε Ε DA A συνφ.    

Η τελευταία σχέση μπορεί να γραφτεί και με την μορφή : 1 2 1 2Ε Ε Ε 2 E E συνφ.      

Παρατηρούμε ότι η ολική ενέργεια δεν είναι ίση με το άθροισμα των ενεργειών των επιμέρους ταλαντώσεων. 

 

Β) Σύνθεση δύο συμφασικών Α.A.Τ. ίδιας διεύθυνσης, διαφορετικής συχνότητας, ίδιων πλατών. 

Δύο τέτοιες ταλαντώσεις περιγράφονται από τις εξισώσεις : 

1 1x Aημω t  και 
2 2x Aημω t . 

Κάθε στιγμή η ολική ταλάντωση είναι το άθροισμα των δύο επιμέρους ταλαντώσεων. Δηλαδή θα είναι : 

 1 2 1 2 1 2x x x x Aημω t Aημω t A ημω t ημω t .        
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Εκμεταλλευόμενοι την γνωστή τριγωνομετρική ταυτότητα 
α β α β

ημα ημβ 2ημ συν
2 2

    
     

   
, προκύπτει : 

1 2 1 2ω ω ω ω
x 2Aημ t συν t.

2 2

    
    

   
 

Θεωρώντας ότι οι γωνιακές ταχύτητες ω1 και ω2 διαφέρουν λίγο μεταξύ τους (δηλαδή ω1 ω2) ο όρος που μεταβάλ-

λεται λιγότερο συναρτήσει του χρόνου είναι ο όρος της ημιδιαφοράς άρα ο όρος του συνημιτόνου. Οπότε μπορούμε να 

θεωρήσουμε ως πλάτος της παραπάνω ταλάντωσης τον όρο 1 2ω ω
Α 2Α συν t

2

 
   

 
. Παρατηρούμε ότι ο όρος του 

πλάτους A΄ ΔΕΝ είναι ανεξάρτητος του χρόνου άρα η παραπάνω ταλάντωση ΔΕΝ είναι απλή αρμονική. Είναι μία 

ιδιόμορφη ταλάντωση της οποίας το πλάτος μεταβάλλεται αρμονικά συναρτήσει του χρόνου. Αυτή η αρμονική μεταβο-

λή του πλάτους A΄ ονομάζεται διακρότημα. 

Επίσης, επειδή θεωρήσαμε ότι ω1 ω2, ο όρος 1 2ω ω

2


 δεν είναι τίποτε άλλο παρά η μέση τιμή των γωνιακών τα-

χυτήτων. Οπότε μπορούμε να τον συμβολίσουμε ως : 

1 2ω ω
ω

2


 . 

Έτσι η συνισταμένη ταλάντωση 1 2 1 2ω ω ω ω
x 2Aημ t συν t

2 2

    
    

   
, μπορεί να γραφτεί ως εξής : 

x A ημωt    

Η τελική σχέση θυμίζει μια Α.A.Τ. αλλά δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι ΔΕΝ είναι Α.A.Τ. μιας και το πλάτος A΄ εξαρτάται 

από τον χρόνο. 

Η γραφική παράσταση της ιδιόμορφης αυτής ταλάντωσης φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

 

Ο χρόνος ανάμεσα σε δύο διαδοχικούς μηδενισμούς (ή αντίστοιχα δύο διαδοχικές μεγιστοποιήσεις) του πλάτους A΄ 

ονομάζεται περίοδος του διακροτήματος και συμβολίζεται με Tδ. Μπορούμε να τον βρούμε ως εξής : 

Το πλάτος A΄ μηδενίζεται όταν ισχύει : 
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 1 21 2
ω ωω ω π

συν t 0 t 2k 1
2 2 2

 
    

 
, 

όπου k=0, 1, 2,…Δύο διαδοχικοί μηδενισμοί πραγματοποιούνται για δύο τυχαίες διαδοχικές τιμές του k. Έτσι αν για 

παράδειγμα k=0 και k=1 θα έχουμε : 

1 2

1 1

1 2

1 2

2 2

1 2

ω ω π π
k 0 t t ,

2 2 ω ω

ω ω 3π 3π
k 1 t t .

2 2 ω ω


    




    



 

Επειδή όμως η περίοδος του διακροτήματος είναι ίση με την χρονική διαφορά δύο διαδοχικών μηδενισμών του 

πλάτους, με αφαίρεση κατά μέλη παίρνουμε : 

δ 2 1 δ

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3π π 2π 2π 1
T t t T .

ω ω ω ω ω ω 2π f f f f
       

    
 

Άρα η συχνότητα του διακροτήματος είναι ίση με : 

δ δ 1 2

δ

1
f f f f ,

T
     

και η γωνιακή ταχύτητα : 

δ δ

δ

2π
ω 2πf

Τ
  . 

 

Παρατηρήσεις : 

1. Δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι η τελική ταλάντωση που προκύπτει από την σύνθεση δύο Α.A.Τ. με διαφορετικές γω-

νιακές ταχύτητες ΔΕΝ είναι Α.A.Τ. μιας και το πλάτος A΄ μεταβάλλεται αρμονικά με τον χρόνο. 

Όταν η άσκηση μιλάει για μεγέθη που αναφέρονται στην ταλάντωση του πλάτους A΄ ή μιλάει για το διακρότημα, οι 

αντίστοιχες σχέσεις που ισχύουν είναι οι : 
δ

1 2

1
T ,

f f



 δ 1 2f f f   και δ δ

δ

2π
ω 2πf

Τ
  . 

Όταν όμως η άσκηση μιλάει για την συνολική ταλάντωση x, τα αντίστοιχα μεγέθη είναι τα 1 2ω ω
ω

2


 , 1 2f f

f
2


  

και 
1

T
f

 . 

2. Πρέπει να προσέξουμε ότι 1 2T T
T

2


  όπως μπορούμε εύκολα να αποδείξουμε από την σχέση 1 2ω ω

ω
2


 . 

3. Υπάρχουν ασκήσεις που ζητούν να βρούμε πόσες ταλαντώσεις πραγματοποιούνται σε συγκεκριμένο χρόνο 

(συνήθως πολλαπλάσιο της Tδ) ή πόσες φορές περνάει το σώμα από την Θ.I. σε συγκεκριμένο χρόνο. Τότε σκεφτό-

μαστε ότι το σώμα σε χρόνο μίας T  πραγματοποιεί μία (1) ταλάντωση και περνάει από τη Θ.I. δύο (2) φορές και με 

μία απλή μέθοδο των τριών επιλύουμε το πρόβλημα. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

 

Θεώρημα Μεταβολής Κινητικής Ενέργειας (Θ.M.Κ.E.) ή Θεώρημα ενέργειας-έργου 

Η κινητική ενέργεια είναι μια μορφή ενέργειας την οποία έχει κάθε σώμα μάζας m όταν έχει κάποια ταχύτητα μέτρου 

υ. Άρα είναι η μορφή της ενέργειας που προέρχεται από την κίνηση του σώματος. Είναι μονόμετρο μέγεθος και ως μο-

νάδα μέτρησης έχει την μονάδα μέτρησης της ενέργειας, δηλαδή το 1J (Joule). Η κινητική ενέργεια ενός συστήματος 

σωμάτων είναι ίση με το άθροισμα των κινητικών ενεργειών των σωμάτων που αποτελούν το σύστημα. 

Την κινητική ενέργεια ενός σώματος μπορούμε να την βρούμε είτε αν βρούμε το έργο που εκτελέσθηκε για να απο-

κτηθεί αυτή, είτε αν βρούμε την ποσότητα ενέργειας που μπορεί να μεταβιβάσει το σώμα μέχρι να ακινητοποιηθεί. Ένα 

χρησιμότατο εργαλείο με το οποίο μπορούμε να βρούμε την κινητική ενέργεια ενός σώματος, ή το έργο μιας δύναμης, 

είναι το Θεώρημα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας (Θ.M.Κ.Ε.) το οποίο αναφέρει ότι : η μεταβολή της κινητικής 

ενέργειας ενός σώματος στο οποίο ενεργούν διάφορες δυνάμεις είναι ίση με το άθροισμα των έργων όλων των δυνά-

μεων που ασκούνται σ' αυτό. Δηλαδή : 

ΔK=Kτελ.-Kαρχ.=
1 2

2 2

F τελ. αρχ. F F

1 1
ΣW mυ mυ W W ...

2 2
      

Για να εφαρμόσουμε το Θ.M.Κ.Ε. : 

 Παίρνουμε δύο θέσεις (εκείνες όπου μας ενδιαφέρουν) και γράφουμε την κινητική τους ενέργεια. 

 Σχεδιάζουμε όλες τις δυνάμεις, αναλύουμε όπου χρειάζεται και γράφουμε τις εξισώσεις που δίνουν το έργο για 

καθεμία. 

 Δεν ξεχνάμε ότι οι δυνάμεις εκείνες που είναι κάθετες στην μετατόπιση έχουν έργο ίσο με μηδέν ενώ για να 

βρούμε το έργο δυνάμεων μεταβλητού μέτρου κάνουμε την γραφική τους παράσταση συναρτήσει της απομάκρυν-

σης. 

 Τέλος εφαρμόζουμε την σχέση : 
1 2

2 2

τελ. αρχ. F τελ. αρχ. F F

1 1
ΔK Κ Κ ΣW mυ mυ W W ...

2 2
         

 Μπορούμε αντί να βρούμε τα επιμέρους έργα των δυνάμεων να βρούμε το έργο της συνισταμένης δύναμης. 

 

Συντηρητικές και μη συντηρητικές δυνάμεις. 

Συντηρητικές ονομάζονται οι δυνάμεις εκείνες το έργο των οποίων σε κλειστή διαδρομή είναι ίσο με μηδέν ή οι 

δυνάμεις εκείνες των οποίων το έργο δεν εξαρτάται από την διαδρομή που θα ακολουθήσουμε αλλά μόνο από την αρ-

χική και την τελική θέση του σώματος. Χαρακτηριστικά παραδείγματα συντηρητικών δυνάμεων είναι οι ηλεκτρικές δυ-

νάμεις, το βάρος, οι δυνάμεις του ελατηρίου, οι τάσεις των νημάτων. 

Σε αντίθεση, μη συντηρητικές δυνάμεις ονομάζονται οι δυνάμεις εκείνες των οποίων το έργο σε κλειστή διαδρομή 

δεν είναι ίσο με μηδέν ή οι δυνάμεις εκείνες των οποίων το έργο εξαρτάται από την διαδρομή που θα ακολουθήσουμε 

για να μεταβούμε από την αρχική στην τελική θέση. Χαρακτηριστικά παραδείγματα μη συντηρητικών δυνάμεων είναι η 

τριβή, οι μαγνητικές δυνάμεις. 

 

Μηχανική ενέργεια. 

Μηχανική ενέργεια ονομάζουμε το άθροισμα της κινητικής και της δυναμικής ενέργειας. Άρα μόνο και μόνο της 

πιθανότητας ύπαρξης αρνητικής δυναμικής ενέργειας μπορεί να έχουμε και αρνητική μηχανική ενέργεια. 
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Όταν σ’ ένα σώμα ασκούνται μόνο συντηρητικές (ή διατηρητικές) δυνάμεις, η μηχανική ενέργεια του σώματος δια-

τηρείται σταθερή. Αυτό αποτελεί την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας (A.Δ.Μ.Ε.) και αποτελεί ένα χρήσιμο 

εργαλείο στην επίλυση των προβλημάτων. 

Εδώ θα πρέπει να επισημάνουμε την διαφορά μεταξύ του Θ.M.Κ.Ε. και της A.Δ.Μ.Ε. Το Θ.M.Κ.Ε. ισχύει είτε οι 

δυνάμεις είναι συντηρητικές είτε όχι αλλά η A.Δ.Μ.Ε. ισχύει ΜΟΝΟ στην περίπτωση όπου οι δυνάμεις είναι 

συντηρητικές (ή αν έχουμε μη συντηρητικές δυνάμεις αυτές να μην παράγουν έργο). Σε αντίθετη περίπτωση θα πρέπει 

να λάβουμε υπόψη μας και την ενέργεια που σχετίζεται με τις μη συντηρητικές δυνάμεις, π.χ. θερμότητα αν έχουμε τρι-

βή ή δυνάμεις κρούσης. 

 

Τι είναι σύστημα σωμάτων ; 

Σύστημα σωμάτων λέμε ένα σύνολο σωμάτων τα οποία απομονώνουμε νοερά από τα υπόλοιπα σώματα που 

αποτελούν το περιβάλλον του συστήματος. Βασικό γνώρισμα για να αποτελούν κάποια σώματα σύστημα είναι να αλ-

ληλεπιδρούν. 

 

Τι ονομάζουμε εσωτερικές και τι εξωτερικές δυνάμεις ενός συστήματος σωμάτων ; 

Ως εσωτερικές δυνάμεις ενός συστήματος σωμάτων ονομάζουμε τις δυνάμεις που ανταλλάσσουν τα σώματα που 

ανήκουν στο ίδιο σύστημα σωμάτων. 

Ως εξωτερικές δυνάμεις ονομάζουμε όλες τις δυνάμεις που ασκούνται στα σώματα του συστήματος από τα σώματα 

του περιβάλλοντος. 

Έτσι στο παρακάτω παράδειγμα, ορίζουμε ως σύστημα σωμάτων το άλογο και την άμαξα. Εσωτερικές δυνάμεις 

για το σύστημα αυτό είναι οι δυνάμεις 1F  και 2F , ενώ εξωτερικές δυνάμεις είναι τα βάρη 1B  και 2B (ασκούνται από την 

Γη), καθώς και οι κάθετες αντιδράσεις από το δάπεδο 1A  και 2A  (ασκούνται από το δάπεδο). 

 

 

Ποιο σύστημα ονομάζεται απομονωμένο ή μονωμένο ; 

Ένα σύστημα σωμάτων στο οποίο δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις ή αν ασκούνται έχουν συνισταμένη ίση με 

μηδέν ονομάζεται απομονωμένο ή μονωμένο. Τα απομονωμένα συστήματα σωμάτων παίζουν βασικότατο ρόλο στην 

Φυσική γιατί σ’ αυτά διατηρείται ένα αρκετά χρήσιμο μέγεθος για την μελέτη της κινητικής συμπεριφοράς των σωμά-

των, η ορμή. 

 

Τι ονομάζεται ορμή ενός σώματος ; 

Ορμή ενός σώματος μάζας m το οποίο κινείται με ταχύτητα υ  ονομάζεται το διανυσματικό μέγεθος το οποίο έχει 

την κατεύθυνση της ταχύτητας του σώματος, σημείο εφαρμογής πάνω στο σώμα και μέτρο που δίνεται από τη σχέση : 

p m υ  . 

Η διανυσματική μορφή της παραπάνω σχέσης είναι η : p m υ   
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Μονάδα μέτρησης της ορμής στο S.Ι. είναι το kg
m

s
 ή ισοδύναμα Νs. 

Την ορμή, όπως και όλα τα υπόλοιπα διανυσματικά μεγέθη, μπορούμε να την αναλύσουμε σε κάθετους μεταξύ 

τους άξονες xx΄ και yy΄. Άρα αν αναλύσουμε την ορμή στις δύο συνιστώσες της 
xp  και yp , η συνισταμένη ορμή που 

θα ασκείται στο σώμα θα δίνεται από την σχέση : 

2 2

x yp p p  , 

και θα έχει διεύθυνση τέτοια που θα δημιουργεί γωνία θ με τον άξονα xx´ για την οποία θα ισχύει : 

y

x

p
εφθ

p
 . 

Για την σύνθεση των ορμών ισχύει ότι και για την σύνθεση των δυνάμεων δηλαδή, αν οι συνιστώσες ορμές είναι 

ομόρροπες ισχύει 
.ολ 1 2p p p  , αν οι συνιστώσες ορμές είναι αντίρροπες ισχύει .ολ 1 2p p p  , ενώ αν οι συνιστώσες 

ορμές σχηματίζουν τυχαία γωνία φ μεταξύ τους ισχύει .

2 2

ο λ 1 2 1 2p p p 2p p σ υ ν φ      με διεύθυνση που σχηματίζει 

γωνία θ με τον οριζόντιο άξονα τέτοια ώστε ε φ θ  2

1 2

p ημφ

p p συνφ



 
. 

 

Σχέση κινητικής ενέργειας και ορμής ενός σώματος. 

Η κινητική ενέργεια, δηλαδή η ενέργεια που έχει ένα σώμα μάζας m και ταχύτητας υ , λόγω της ταχύτητάς του, 

δίνεται από την σχέση : 

.

2

KIN

1
E mυ

2
 . 

Επειδή όμως p m υ  , προκύπτει : 

.
.

2 2
22

KIN
KIN

1 1 m υ
pE mυ

E2 2 m
2m

p m υ


  

 
  

. 

 

Γενικευμένη μορφή του θεμελιώδη νόμο της κίνησης. 

Όπως γνωρίζουμε ο βασικότερος νόμος της κινητικής είναι ο 2
ος

 νόμος του Newton ο οποίος αναφέρει ότι : Όταν σ' 

ένα σώμα ασκούνται δυνάμεις με συνισταμένη Σ F  τότε στο σώμα αναπτύσσεται μια επιτάχυνση α  η οποία δίνεται 

από την σχέση :  

Σ F mα  , 

όπου m είναι η μάζα του σώματος. 

Πλέον μπορούμε να εισάγουμε την ορμή και να πάρουμε την γενικευμένη μορφή του θεμελιώδη νόμου της κινητι-

κής. Συγκεκριμένα : 

. . . . . .τ ε λ α ρ χ τ ε λ α ρ χ τ ε λ α ρ χ

Σ F mα
υ υ mυ mυ p pΔ υ Δ p

Σ F m mΔυ
Δ t Δ t Δ t Δ t Δ tα

Δ t

 
    

        
 



 

Δp
Σ F

Δ t
 . 
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Άρα η συνισταμένη των δυνάμεων ΣF  που ασκούνται σ’ ένα κινούμενο σώμα μάζας m είναι ίση με την μεταβολή 

της ορμής του σώματος Δp  που συμβαίνει σε χρόνο Δt προς τον χρόνο αυτό ή η συνιστάμενη των δυνάμεων που 

ασκείται σ’ ένα κινούμενο σώμα μάζας m είναι ίση με τον ρυθμό μεταβολής της ορμής του. 

Από την γενικευμένη μορφή του θεμελιώδη νόμου της κινητικής καταλαβαίνουμε ότι για να μεταβληθεί η ορμή ενός 

σώματος απαιτείται η εξάσκηση μιας συνισταμένης δύναμης πάνω στο σώμα. 

Καταλαβαίνουμε ότι όταν λέμε για συνισταμένη δυνάμεων εννοούμε μόνο τις εξωτερικές δυνάμεις μιας και οι εσωτε-

ρικές δυνάμεις ενός συστήματος σωμάτων ΔΕΝ μεταβάλλουν την ορμή του συστήματος. 

 

Αρχή διατήρησης της ορμής συστήματος σωμάτων. 

Αν σ’ ένα σώμα δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις ή αν ασκούνται έχουν συνισταμένη ίση με μηδέν προκύπτει 

από τον γενικευμένο 2
ο
 νόμο του Newton ότι : 

.ε ξ

Δp
ΣF 0 0 Δp 0 p

Δ t
       σταθερή . .πριν μεταολ ολp p  , 

όπου ως «πριν» και «μετά» ορίζουμε τις καταστάσεις πριν και μετά από το γεγονός το οποίο αλλάζει την ορμή του 
συστήματος, π.χ. μια σύγκρουση. 

Η παραπάνω πρόταση αποτελεί την χρησιμότατη αρχή διατήρησης της ορμής η οποία αναφέρει ότι : όταν σ’ ένα 

σύστημα σωμάτων δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις ή όταν ασκούνται έχουν συνισταμένη ίση με μηδέν (δηλαδή 

όταν το σύστημα των σωμάτων είναι απομονωμένο) τότε η ορμή του συστήματος διατηρείται σταθερή. 

 

Παρατηρήσεις για την εφαρμογή της Αρχής Διατήρησης της Ορμής (A.Δ.O.). 

Στα προβλήματα εφαρμογής της A.Δ.O. σ’ ένα σύστημα σωμάτων : 

a. Οι ταχύτητες όλων των σωμάτων πρέπει να αναφέρονται στους ίδιους άξονες. 

b. Όταν όλα τα σώματα του συστήματος κινούνται στην ίδια πάντοτε διεύθυνση, τότε η διανυσματική σχέση της 

A.Δ.O. μετατρέπεται σε αλγεβρική, δηλαδή : 

. .πριν μεταολ ολp p  . .πριν μεταολ ολp p . 

c. Όταν ένα τουλάχιστον από τα σώματα του συστήματος αλλάζει διεύθυνση κίνησης, τότε η διανυσματική 

σχέση της A.Δ.O. ισοδυναμεί με δύο αλγεβρικές σχέσεις που αντιστοιχούν στους δύο κάθετους άξονες xx´ και 

yy΄ όπως ισχύει και στις δυνάμεις. Δηλαδή : 

. .

. .

. .

ολ ολπριν μετά

πριν μετα

ολ ολπριν μετά

x x

ολ ολ

y y

p p

p p
p p




  


. 

Βασικές τριγωνομετρικές γνώσεις. 

Κάποιες χρήσιμες γνώσεις από την τριγωνομετρία που είναι απαραίτητες για την μελέτη των ταλαντώσεων. 

ημ(-x)=-ημx. ημ(
π

2
-x)=συνx. ημ(

π

2
+x)=συνx. ημ

2
x+συν

2
x=1. 

συν(-x)=συνx. συν(
π

2
-x)=ημx. συν(

π

2
+x)=-ημx. ημ

2
α=

1 συν2α

2


. 

ημ(π-x)=ημx. ημ(π+x)=-ημx. ημ2α=2ημασυνα. συν
2
α=

1 συν2α

2


. 

συν(π-x)=-συνx. συν(π+x)=-συνx. συν2α=συν
2
α-ημ

2
α=2συν

2
α-1=1-2ημ

2
α. 
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

Παρακάτω υπάρχουν κάποιες χρήσιμες και πρακτικές προτάσεις για την καλύτερη κατανόηση των Α.A.Τ. και των 

εφαρμογών τους. 

 Την αρχική φάση της ταλάντωσης θα την βρίσκουμε ΠΑΝΤΑ με την συνθήκη t=0 και βασιζόμενοι στις αρχικές 

συνθήκες του προβλήματος. 

 Αν η άσκηση δίνει μία εξίσωση μεγέθους ενός σώματος που εκτελεί Α.A.Τ., μπορούμε να προσδιορίσουμε τα 

στοιχεία της ταλάντωσης συγκρίνοντάς την με αυτή που γνωρίζουμε από την θεωρία. Για παράδειγμα αν η άσκη-

ση δίνει την εξίσωση x=10ημ
π

314t
6

 
 

 
 (t σε sec, x σε cm) τότε έχουμε ότι : xο=10cm, ω=314

rad

sec
 και φo=

π

6
rad. 

 Από την σχέση 2 2

oυ ω x x    προκύπτει ότι όταν ένα σώμα που εκτελεί A.A.Τ. περνάει από δύο σημεία της 

τροχιάς του με την ίδια κατά μέτρο ταχύτητα, τότε τα σημεία αυτά είναι συμμετρικά ως προς την Θ.I. 

 Για να εκτελέσει ένα σώμα A.A.T. σε μια τυχαία θέση της τροχιάς του με απομάκρυνση x, θα πρέπει η συνι-

σταμένη των δυνάμεων που δέχεται να εκφράζεται με τη σχέση ΣF=-D  x. Μπορούμε όμως να ισχυριστούμε και 

το αντίστροφο, δηλαδή, όταν κάποιο σώμα σε κάθε σημείο της τροχιάς του που απέχει x από ένα σημείο Ο, δέχε-

ται δύναμη της μορφής ΣF=-D  x, όπου D είναι μία σταθερή ποσότητα, τότε το σώμα αυτό κάνει Α.A.Τ. με κέντρο 

το σημείο Ο. Επομένως, η σχέση ΣF=-D  x αποτελεί την ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε ένα σώμα μάζας m να 

εκτελεί Α.A.Τ. 

 Πως προσδιορίζουμε την χρονική στιγμή όπου η απομάκρυνση παίρνει κάποια συγκεκριμένη τιμή ;  

Έστω ότι ένα κινητό εκτελεί Α.A.Τ. και η εξίσωση της απομάκρυνσής του από την Θ.I. δίνεται από την σχέση : 

x=xoημ(ωt+
π

4
). 

Να προσδιοριστούν οι χρονικές στιγμές στις οποίες το κινητό θα έχει απομάκρυνση x1=+ ox

2
 για 1

η
 και 2

η
 φορά, 

όταν α) υ<0 και β) υ>0. Η περίοδος Τ θεωρείται γνωστή. 

Λύση : 

ο
1 o o

π π
2kπ 2kπ

xπ π π 1 π π6 6
x x ημ(ωt ) x ημ(ωt ) ημ(ωt ) ωt ωt

π 5π4 2 4 4 2 4 4
2kπ π 2kπ

6 6

 
   

               
   
  

 

π
2kπ

12
ωt

7π
2kπ

12




 
 


. 

Δίνοντας κατάλληλες τιμές στο k (=0,1,2,3,…) και κάνοντας σωστά τις αλγεβρικές πράξεις μπορούμε να βρούμε 

όλους τους χρόνους στους οποίους το σώμα περνάει από την θέση x1=+ ox

2
 και ανάλογα με την κατεύθυνσή του 

να βρούμε και το πρόσημο της ταχύτητάς του. 

 Όταν η άσκηση μας δίνει σχέση ενεργειών στην Α.A.Τ. ή στην αμείωτη ηλεκτρική ταλάντωση, εκμεταλλευόμα-

στε ΠΑΝΤΑ την αρχή διατήρησης ενέργειας στην ταλάντωση. 
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 Υπάρχουν ασκήσεις οι οποίες ζητούν την δυναμική ενέργεια του ελατηρίου και την δυναμική ενέργεια της 

ταλάντωσης σε κάποια συγκεκριμένη θέση. Δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι η δυναμική ενέργεια της ταλάντωσης είναι 

της μορφής U=
1

2
D  x

2
, όπου x είναι η απομάκρυνση του σώματος από την θέση ισορροπίας της ταλάντωσης. Η 

δυναμική ενέργεια του ελατηρίου είναι και πάλι της ίδιας μορφής μόνο που στην περίπτωση αυτή x είναι η απομά-

κρυνση της ελεύθερης άκρης του ελατηρίου από την θέση φυσικού μήκους του. Οι δύο παραπάνω απομακρύν-

σεις ταυτίζονται μόνο στην περίπτωση όπου το ελατήριο είναι οριζόντιο. 

 Όταν ζητείται η ελάχιστη ενέργεια που απαιτείται για την παραμόρφωση ενός ελατηρίου έτσι ώστε το ελατήριο 

να παραμορφωθεί με σταθερή, σχεδόν μηδενική, ταχύτητα σκεφτόμαστε ότι η δύναμη που ασκούμε πρέπει να 

είναι ίση και αντίθετη με την δύναμη επαναφοράς του ελατηρίου. Άρα : 

ΔΕ=0
ελ. ελ.

2 2

F F F F F τελ. αρχ.

1 1
W W 0 W W W kΔ kΔ

2 2
         . 

 Σε περίπτωση πλαστικής κρούσης (ή γενικότερα ανελαστικής) η Θ.I. του σώματος μεταβάλλεται εκτός της πε-

ρίπτωσης όπου το ελατήριο είναι οριζόντιο. Στην περίπτωση όπου αλλάζει η Θ.I. δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι η 

παλιά Θ.I. είναι μια εντελώς τυχαία θέση για την νέα ταλάντωση που προκύπτει. Τέτοια είδη ασκήσεων λύνονται 

με την βοήθεια της αρχής διατήρησης ενέργειας της ταλάντωσης ακολουθώντας τα παρακάτω βήματα : 

i. Εφαρμόζουμε την συνθήκη ισορροπίας για την παλιά αλλά και την νέα Θ.I. 

ii. Εφαρμόζουμε την A.Δ.E.T. μεταξύ δύο θέσεων της νέας ταλάντωσης. Η μία θέση θα είναι η παλιά Θ.I. 

και η άλλη θέση θα είναι τέτοια ανάλογα με τα ζητούμενα του προβλήματος. 

 Πολλές φορές ένα σώμα τοποθετείται στο άκρο ενός κατακόρυφου ή πλάγιου ελατηρίου, χωρίς να στερεώνε-

ται ακλόνητα. Στην περίπτωση αυτή, όταν το ελατήριο αποσυσπειρώνεται, για να βρούμε αν το σώμα χάνει 

επαφή με το ελατήριο ή όχι, εργαζόμαστε με δύο τρόπους : 

α) υπολογίζουμε την κινητική ενέργεια Κ που έχει το σώμα όταν το ελατήριο αποκτά το φυσικό του μήκος 

εφαρμόζοντας το Θ.M.Κ.Ε. ή την A.Δ.E.T. 

 Εάν είναι K>0 τότε το σώμα εγκαταλείπει το ελατήριο και συνεχίζει να ανέρχεται. 

 Εάν είναι Κ=0 τότε το σώμα φθάνει ακριβώς στην θέση του φυσικού μήκους του ελατηρίου με 

μηδενική ταχύτητα. 

 Αν είναι Κ<0 τότε το σώμα δεν φθάνει στην θέση φυσικού μήκους του ελατηρίου. 

β) Υπολογίζουμε το έργο της δύναμης του ελατηρίου 
ελ.FW  και το έργο του βάρους του σώματος WΒ μέχρι 

την θέση του φυσικού μήκους του ελατηρίου. 

 Αν είναι 
ελ.FW >|WΒ| τότε το σώμα εγκαταλείπει το ελατήριο και συνεχίζει να ανέρχεται. 

 Αν είναι 
ελ.FW =|WΒ| τότε το σώμα μόλις φθάνει στην θέση του φυσικού μήκους του ελατηρίου. 

 Αν είναι 
ελ.FW <|WΒ| τότε το σώμα δεν φθάνει στην θέση του φυσικού μήκους του ελατηρίου. 

 Όταν μας ζητούν να υπολογίσουμε το ποσοστό μείωσης της ενέργειας ενός συστήματος που κάνει φθίνουσα 

ταλάντωση, χρησιμοποιούμε την σχέση : 

τελ. αρχ.

αρχ.

Ε Ε
%

Ε


. 
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 

Α/Α  ΤΥΠΟΣ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1. 

Μ
Η

Χ
Α

Ν
ΙΚ

Ε
Σ

 Τ
Α

Λ
Α

Ν
Τ

Ω
Σ

Ε
ΙΣ

 

Μ
Η

Χ
Α

Ν
ΙΚ

Ε
Σ

 Τ
Α

Λ
Α

Ν
Τ

Ω
Σ

Ε
ΙΣ

 
  ελ.F k Δ . Διανυσματική μορφή του νόμου του Hooke. - 

2. ελ.F k Δ  . Αλγεβρική μορφή του νόμου του Hooke. - 

3.  
ελ.

ελ. ελ.

F αρχ. τελ.W U U . Έργο δύναμης ελατηρίου. - 

4. 
t

Τ
Ν

. Ορισμός περιόδου. - 

5. 
N

f
t

. Ορισμός συχνότητας. - 

6. 
1

f
Τ

 . Σχέση συχνότητας και περιόδου. - 

7. ω=2πf=
2π

Τ
. Γωνιακή ταχύτητα. - 

8.  o οx x ημ ωt φ   . Εξίσωση απομάκρυνσης στην Α.A.Τ. - 

9. ο0 φ 2π  . Περιορισμός αρχικής φάσης. - 

10.  o ου υ συν ωt φ   . Εξίσωση ταχύτητας στην Α.A.Τ. - 

11. o oυ ω x  . Μέγιστη ταχύτητα στην Α.A.Τ. - 

12. 2 2

oυ ω x x   . 
Σχέση τυχαίας 

ταχύτητας-απομάκρυνσης. 
Θέλει απόδειξη. 

13.  o οα α ημ ωt φ    . Εξίσωση επιτάχυνσης στην Α.A.Τ. - 

14. 
2

o o oα ω x ω υ    . Μέγιστη επιτάχυνση στην Α.A.Τ. - 

15. 2α ω x   . 
Σχέση τυχαίας 

επιτάχυνσης-απομάκρυνσης. 
Θέλει απόδειξη. 

16. 2 2

oα ω υ υ   . 
Σχέση τυχαίας 

επιτάχυνσης-ταχύτητας. 
Θέλει απόδειξη. 

17. F=m  α. 2
ος

 νόμος Newton. - 

18. F= 2 2

om ω υ υ   . 
Σχέση τυχαίας 

δύναμης επαναφοράς-ταχύτητας. 
Θέλει απόδειξη. 

19.  o οF F ημ ωt φ    . Εξίσωση δύναμης επαναφοράς στην Α.A.Τ. - 

20. F=-mω
2
x=-D  x. 

Σχέση τυχαίας 

δύναμης επαναφοράς-απομάκρυνσης. 
Θέλει απόδειξη. 

21. D=mω
2
. Σταθερά επαναφοράς. - 

22. 
m

T 2π
D

 . Περίοδος στην Α.A.Τ. - 

23. 
 2 2 2

ο ο

1 1
U Dx D x ημ ωt φ

2 2
       

 2

οE ημ ωt φ .    

Δυναμική ενέργεια στην Α.A.Τ. - 
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24. 
 2 2 2

o o

1 1
K m υ m υ συν ωt φ

2 2
       

 2

οE συν ωt φ .    

Κινητική ενέργεια στην Α.A.Τ. - 

25. Ε=Κ+U=Kmax=Umax. Αρχή Διατήρησης Ενέργειας Ταλάντωσης. - 

26. 
o

2
x x

2
  . Θέσεις όπου U=Κ. Θέλει απόδειξη. 

27. 
o

2
υ υ

2
  . Ταχύτητα όταν U=Κ. Θέλει απόδειξη. 

28. t=
Τ

8
. Χρόνος όπου U=Κ για 1

η
 φορά. Θέλει απόδειξη. 

29. Δφ=2kπ. Διαφορά φάσεων για συμφασικές ταλαντώσεις. Θέλει απόδειξη. 

30. Δφ=(2k+1)π. 
Διαφορά φάσεων για ταλαντώσεις που 

διαφέρουν κατά π. 
Θέλει απόδειξη. 

31.  ο ο

Δx
υ υ συν ωt φ

Δt
   . Ρυθμός μεταβολής της απομάκρυνσης. - 

32.  ο ο

Δυ
α α ημ ωt φ

Δt
    . Ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας. - 

33.  ο ο

Δp
ΣF F ημ ωt φ D x

Δt
       . Ρυθμός μεταβολής της ορμής. - 

34. 
ΔK

ΣF υ
Δt

  . Ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας. - 

35. 
ΔU

ΣF υ D x υ
Δt

      . Ρυθμός μεταβολής της δυναμικής ενέργειας. Θέλει απόδειξη. 

36. 

Φ
Θ

ΙΝ
Ο

Υ
Σ

Ε
Σ

 Τ
Α

Λ
Α

Ν
Τ

Ω
Σ

Ε
ΙΣ

 

F=-bυ. Δύναμη απωλειών. - 

37. Λ=
b

2m
. 

Σταθερά απόσβεσης στη φθίνουσα 

μηχανική ταλάντωση. Θα την χρησιμοποιούμε 

ΜΟΝΟ όταν θα δίνεται. 

- 

38. 
Λt

t οΑ Α e  . Πλάτος φθίνουσας μηχανικής ταλάντωσης. - 

39. t=kΤ. Χρόνος στη φθίνουσα ταλάντωση. - 

40. 
Λ tο 1 ν

1 2 ν 1

Α Α Α
... e σταθερό.

Α Α Α





      
Λόγος διαδοχικών πλατών στη φθίνουσα 

μηχανική ταλάντωση. 
- 

41. 
2Λ tο 1 ν

1 2 ν 1

E E E
... e σταθερό.

E E E





      
Λόγος διαδοχικών ενεργειών στη φθίνουσα 

μηχανική ταλάντωση. 
Θέλει απόδειξη. 

42. 
2ΔΕ

b υ .
Δt

    
Ρυθμός μείωσης ενέργειας στη 

φθίνουσα μηχανική ταλάντωση. 
Θέλει απόδειξη. 

43. 1
2

n2
T

Λ
 . 

Χρόνος υποδιπλασιασμού 

στην φθίνουσα ταλάντωση. 
Θέλει απόδειξη. 

44. 
ΕΞΑΝ. 

ΤΑΛΑΝ. 
o διεγ.f f  Συνθήκη συντονισμού. - 
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45. 
Σ

Υ
Ν

Θ
Ε

Σ
Η

 Τ
Α

Λ
Α

Ν
Τ

Ω
Σ

Ε
Ω

Ν
 

 x Aημ ωt θ  . 
Συνισταμένη ταλάντωση που προκύπτει από 

την σύνθεση δύο Α.A.Τ. ίδιας συχνότητας. 
- 

46. 2 2

1 2 1 2A A A 2A A συνφ   . 

Πλάτος συνισταμένης ταλάντωσης που 

προκύπτει από την σύνθεση δύο Α.A.Τ. 

ίδιας συχνότητας. 

- 

47. 
2

1 2

Α ημφ
εφθ

Α Α συνφ



. 

Διαφορά φάσης συνισταμένης ταλάντωσης 

που προκύπτει από την σύνθεση δύο Α.A.Τ. 

ίδιας συχνότητας. 

- 

48. x A ημωt . 

Συνισταμένη ταλάντωση που προκύπτει από 

την σύνθεση δύο Α.A.Τ. διαφορετικής 

συχνότητας. 

- 

49. 
1 2ω ω

Α 2Α συν t
2

 
   

 
. 

Πλάτος συνισταμένης ταλάντωσης που 

προκύπτει από την σύνθεση δύο Α.A.Τ. 

διαφορετικής συχνότητας. 

- 

50. δ

1 2

1
T ,

f f



δ 1 2f f f  , δ δ

δ

2π
ω 2πf

Τ
  . 

Περίοδος, συχνότητα και γωνιακή ταχύτητα 

διακροτήματος. 
- 

51. 
1

T
f

 , 1 2f f
f

2


 , 1 2ω ω

ω
2


 . 

Περίοδος, συχνότητα και γωνιακή ταχύτητα 

σύνθετης ταλάντωσης που προκύπτει από την 

σύνθεση δύο Α.A.Τ. με διαφορετική συχνότητα. 

- 

 


